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Introduction 



La physique du solide aujourd'hui est devenue, d'un point de vue phcnomcnologiquc, mais 
egalement conceptuel et theorique, un sujet extremement complexe. 

Du point de vue phenomenologique, l'interet actuel notamment pour des systemes electroniques 
fortement correlcs a considerablcmcnt compliquc la phcnomcnologic dcs systemes de la matiere 
condensee. On verra en particulier la situation dans les supraconducteurs a haute temperature 
critique (HTS), mais egalement des phenomenes tels que l'effet Hall quantique. 

Du point de vue theorique, il ne suffit plus de connaitre les bases de la mecanique quantique 
et de la mecanique statistique pour suivre les analyses thcoriques. Celles-ci font appel dans 
la litterature actuelle a des concepts et a un vocabulaire qui peuvent constitucr un obstacle 
infranchissable pour des physiciens experimentaux: groupe de renormalisation, theories de jauge, 
bosonisation, liquides de Luttinger, theories SO(5), anyons, holons, spinons, transitions de phase 
quantiques, etc. 

Ce cours s'adresse a des futurs experimcntateurs et ses objectifs sont: 

1) de presenter ccrtaincs phcnomcnologics actucllcs, notamment dans lc domaine des HTS; 

2) d'introduire les elements fondamentaux de la theorie des systemes a TV-corps, notamment 
la theorie de perturbation, la theorie de la reponse lineaire, 1' approximation Hartree-Fock, 
etc; 

3) de presenter les elements de base qui pcrmcttcnt de comprendre l'essentiel des concepts 
theoriques modernes, et done de comprendre, la plupart du temps, de quoi il s'agit en 
gros, dans une presentation theorique d' aujourd'hui. 

Evidemment chacun des themes enonces ci-dessus (theories de jauge, bosonisation, etc) pourrait 
sans difficultcs faire l'objet d'un cours de 3 eme cycle bien etoffe a lui tout scul, et le but poursuivi 
dans ce cours est done assez ambitieux, car il presuppose de s'en tenir a l'essentiel, ce qui n'est 
pas toujours facile a realiser. Mais il se trouve que dans beaucoup de cas, on peut faire une 
presentation rigoureuse, et cependant simple, des concepts de base, quitte ensuite a traiter 
leur generalisation de maniere plus qualitative, ou de simplement citer des resultats. Ce cours 
est done un melange de presentations rigoureuses et de descriptions plus qualitatives, mais un 
effort constant est fait pour ne pas melanger les deux aspects: ce qui est calcule l'est, j'espere, 
proprement. 

Les notes de ce cours ont ete redigees (en format DTgX) par un etudiant de la volee 1999/2000, 
M. Damien Stucki, et relues par M. C. Bcrthod, assistant du cours, a qui va toutc ma recon- 
naissance. 

B. Giovannini, octobre 2000 
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CHAPITRE 1 



Mesures et fonctions de 
correlation: introduction 



1.1 Mesures et theorie. Rappel de mecanique statistique. 
Potentiels thermodynamiques 

1.1.1 Mesures et theorie 

La methode de la physique consistc esscnticllcmcnt on un va-et-vient continucl cntrc experiences 
et modelisation theorique. On part en general d'un certain modele de la realite physique, qui 
peut etre tres qualitatif et intuitif, ou formel ou mcnic cxtrcmcmcnt formel, et on en derive cer- 
taines consequences experiment ales, que Ton vcrifie en laboratoire. Les resultats des experiences 
verificnt ou non le modele, mais en general posent de nouvelles questions qui amenent a des 
raffincments ou des changements complets du modele. Dans un certain sens une experience qui 
n'obeit pas parfaitement au modele theorique est plus interessante! Comme le disait Feynmann, 
le but d'une experience est de demontrer que le concept theorique est faux. 

Un exemple interessant de cette dynamique est la decouverte de la supraconductivite par Ka- 
merlingh Onnes en 1911, lorsqu'il etudiait la resistance du mercure a basse temperature. Au 
debut du vingtieme siecle, les physiciens pensaient qu'un systeme d'electrons se comportait 
comme un systeme classique, e'est-a-dire que, en fonction de la temperature, on aurait: un gaz 
a temperature elevee; un liquide a temperature moyenne; un solidc lorsquc T —* 0. Ainsi, on 
s'attendait a ce que la resistivite tende vers l'infini a temperature nulle. Mais Onnes a mesure 
que la resistance du mercure tend vers zero en dessous de 4.2 K, a savoir exactement le contraire 
de ce que le modele intuitif predisait. 

La premiere etape conceptuelle est de relier les resultats de mesures a des expressions theoriques 
generates, qu'il s'agit ensuite de calculer. Plusieurs types de mesures peuvent etre realisees dans 
un systeme de matiere condensee. Par exemple, nous avons les mesures de: 

• courant electrique — > conductivite electrique a (propriete de transport); 

• courant thermique — > conductivite thermique k (propriete de transport); 

• chaleur specifique C v (grandeur thermodynamique); 

• susceptibilite magnetique uniformc \ (grandeur thermodynamique); 

• diffusion (photons, electrons, neutrons); 

• rcponsc a un champ electromagnetique exterieur E ou H — > fonction dielectriquc ou 
susceptibilite magnetique. 

Rappelons que la mesure de la susceptibilite magnetique uniforme d'un gaz electronique a permis 
de voir que les electrons dans un metal ne forme nt pas un gaz classique. En effet, dans un gaz 
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classique, x cx 1/T (loi de Curie) alors que dans un gaz quantique, \ N{E-$) (paramagnetisme 
de Pauli). 

Nous verrons de facon generate dans ce cours que, la plupart du temps, les mesures en physique 
du solide sont reliees soit a une grandeur thermodynamique (par exemple la chaleur specifique) , 
soit a une fonction de correlation: 

mesures fonctions de correlation 

Une grande partie de ce cours sera dediee au calcul de fonctions de correlation. Par exemple, nous 
verrons que la fonction de susceptibilitc magnctique (qui generalise le concept de susceptibiltc 
thermodynamique) est liee a la correlation des operateurs d'aimantation (M(x, t)M(x', t')). 

Dans ce premier chapitre, nous allons done rappeler comment on calcule les potentiels ther- 
modynamiqucs ct les moyennes statistiqucs en mecanique statistique classique et en mecanique 
statistique quantique, et nous allons donner une exemple (la diffusion de neutrons ou de pho- 
tons) qui montre explicitement la relation entre section efficace et fonction de correlation des 
densitcs. 



1.1.2 Rappel de mecanique statistique classique et quantique 

Soit A une grandeur mesurable. A s'cxprimcra de diffcrcntcs manicrcs suivant la description du 
problcmc. Dans la description classique, A = A(p, q) ou p et q sont les variables generalisees. 
Pour N particules, nous avons p = . . . ,p N } ct q = {q l7 . . . , q N }. Pour faire une descrip- 
tion complete, il serait necessaire de connaitre les N couples (p i: qA. Si N ~ 10 23 , cette descrip- 
tion devient inutilisable, car meme les ordinateurs les plus puissants ne peuvent pas contcnir 
autant de parametres. De plus, si le systeme est a temperature non nulle, les TV couples {p i , qA 
ne sont pas connus exactement: nous utilisons done la mecanique statistique (classique). Nous 
avons alors dans l'ensemble canoniquc: 

f e- f3H{p ^A{p,q)dpdq 
(A) = J— (1.1) 

/ e -PH{p,q) dpdq 

oil H(p, q) est l'energie totale du systeme et (3 = l/k&T '. 

Dans la description quantique, un operateur A remplace A. Plus precisement: 

IA\-IA\ ri9 x 

correspond a A(p, q). Cette relation est adequate a temperature nulle, car l'etat \tp) du systeme 
est connu avec certitude. A temperature non nulle, l'etat d'un systeme n'est pas connu avec 
certitude; il faut alors recourir a la mecanique statistique quantique et faire une moyenne 
thermique. Dans l'ensemble canonique, cette moyenne s'ecrit: 

((A)) = ^Tr(e-^A) (1.3) 

oh Z — Tre~P n est la fonction de partition. Dans l'ensemble grand canonique: 

((A)) = ^Tr (e-W-^A) (1.4) 

avec H = Tre~ ,3 ( w ~ AtAr ) la fonction de partition grand-canonique. Pour calculcr Tr (e~P n A) , le 
plus simple, formellement, est de trouver une base {|n)} qui diagonalisc l'Hamiltonicn: 

H\n) = E n \n). 



Sect. 1.2 



Rappel de mecanique statistique 



5 



Ainsi, nous avons dans l'ensemble canonique: 

Tr(e-P n A) = ^<n| e -^|n) = £ e~^{n\A\n) 

n n 



et la formule (1.3) devient: 



W=™. (1.5) 



1.1.3 Potentiels et grandeurs thermodynamiques 

L'energie libre F et le potentiel grand canonique f2 sont definis par: 

F=-k B TlnZ, n = -k B TlnZ. 

A partir de F et de f2, on peut par exemple calculer les nombres d'occupation. Pour un gaz 
d'electrons libres, on trouve la statistique de Fermi-Dirac: 

fk = /(Efe) = 



Pour diagonaliser Ti., nous devons done trouver les etats propres \n). Dans 1' approximation 
Hartree-Fock, nous verrons que les etats propres sont construits avec des ondes planes. Un 
tel etat a une particule est caracterise par le nombre quantique k: e lk r => k. Un etat a 
./V-particules peut etre decrit dans diverses bases. En particulier, il peut etre donne dans la 
representation en nombres d'occupation: 

\n) = |ni,Ti2, ...,tij, ...,n m ) 

ou rij indique le nombre de particules dans l'etat a 1-particule \kj) et N — 2j=i n ii en supposant 
qu'on a m etats distincts a 1-particule. Nous avons alors pour 3: 

ou E n — y]^Li SiUi et N n = y^j—i Tii- Nous avons ainsi: 

n\ ,. . .,n m 

Pour des fermions, rii — ou 1 a cause du principe d'exclusion de Pauli et par consequent nous 
obtenons: 

m 

Xre -/3(«-M0 = [] (l + e-^'-")) - (l + e-^-^A (l + e-^-^) . . . 

i=l 

Par contre pour les bosons, l'occupation d'un etat n'est pas limitee si ce n'est par le nombre 
total de particules et alors nous avons: 



N \ / N 



Xre -/5(W-^) _ y^ e -/8(ei- M )n 



e -0(s2-^)n 



\n=0 / \n=0 



De ces expressions, on tire facilemcnt les grandeurs thermodynamiques, par exemple les nombres 
d'occupation pour les fermions et les bosons. 
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1.2 Diffusion de particules et correlation des densites 
1.2.1 Diffusion elastique 

Nous supposons que nous avons la situation de la figure ci-dessous: la particule (electron, photon 
ou neutron) se trouve dans un etat initial |fc) et est diffusee par le systeme dans un etat final 
|fc'>. 



k 




Fig. 1.1 - Diffusion d'une particule d'impulsion hk sur une cible. 
Le nombre de particules diffusees dans un angle solidc dfl = sin 8d9dcf> est donne par: 

ou Fi est le flux incident et 4^ est appelee section efficace differentielle de diffusion. Pour la 
calculer, on utilise la regie d'or de Fermi, qui se deduit d'un calcul perturbatif au premier ordre 
dependant du temps. Cette regie exprimc le taux de transition d'un etat initial \i) a un etat 
final |/), c'est-a-dire la probability de transition par unite de temps: 1 



W i ^ f =^-\{f\U\i)\ 2 S(E f -E i ) 

ou U est le potentiel de diffusion qui caracterise l'interaction de la particule incidente avec la 
cible. La fonction delta exprime la conservation de l'energie (diffusion elastique), sans transfert 
d'energie. Le taux de transition et la section efficace differentielle de diffusion sont relies par la 
formulc: 

da = E f Wi^f 
dQ F,dn 

Pour connaitre l'etat initial, il faut connaitre l'etat de la cible et l'etat de la particule: 

\i) = |etat initial de la cible (8 etat initial de la particule) = |Afc) = |A)|fc). 

Mais l'etat de la cible n'est pas connu exactement et nous devons faire une moyenne thermique 
selon la formule (1.3): 

//w „ 2^ Y.xe-^\(\'k'\U\\k)\ 2 5{E« E k ) 

1 w ^f)) = y 

ou |Afc) decrit l'etat initial et |A'fe') l'etat final. Comme on considere une diffusion elastique, 
l'energie de la cible reste inchangee et E\ = Ey. Calculons l'clcment de matrice Uy k = (k'\U\k) 

1. Pour dormer un sens a la fonction delta, il faut sommer sur les etats finaux ou initiaux (ou les deux). 
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en introduisant deux relations de fermeture (J \r)(r \ dr = 1): 

Uy k = (k'\U\k) = J {k'\r)(r\U\r')(r'\k) drdr' . 

On suppose que U(r) est une superposition des potentiels U a (r — r a ) centres sur les particules 
situees aux points r a de la cible: 




^(r-r,) 

\ I* ? U 2 [r-r 2 ) 

Fig. 1.2 - Potentiel de diffusion. 

En se rappelant que nous avons (r|fe) = e* fe " r (onde plane non normalisee) et egalement que 
(r\U\r') = S(r — r')U(r), nous obtenons pour l'element de matrice 



U k >k = / (k'\r){r\U\r'){r'\k)drdr' 

= J2 I e- ik '' r S{r - r')U a (r - r a )e ifeV drdr' 

a J 

= I e-^ k '- k > r y^ k '- h ^ e- i ^'- k > r U a (r - r a ) dr 

= Yl e-^ k '- k > r " f e- l(k '- k ^ r - r ^U a (r-r a )dr 

a J 

= J2 e ~ iqra [ e~ lq<r ~ ra) U a (r -r a )dr 

a 

avec hq = h(k' — k) l'impulsion transmise a la particule diffusee. U a (q) = J e~ iq ' r U a (r) dr est 
la transformcc de Fourier de U a (r) qu'on appellc facteur de structure atomique. Si lc potentiel 
ne depend pas de a, (toutes les particules de la cible sont identiques) nous pouvons ecrire: 



U k > k = U(q) e 



iq-r Q 



ou e % Q' r <* est appele facteur de structure. Le module carre de Uy^ vaut ainsi: 

\U k , k \ 2 = \(k'\U\k)\ 2 = \U(q)\ 2 ^2^ tq ' ( " a,) - 

act' 

Ainsi, nous avons pour le taux de transition: 

= f Wiq)] 2 ^-^"^))^^ E k ) 

oil ((. . .)) indiquc la moyenne thermique sur l'etat initial |A) de la cible et oil Ton a utilise pour 
les etats |A') la formule 5Z|A')(A'| = 1. Nous pouvons reecrire cette formule en utilisant la 
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fonction de correlation entre ^ Q e l i' Ta et ^ , e l9 ' r °' ou fonction de structure: 

J( g )=5^« e -^-e^-')>. (1-6) 

Alors, nous avons: 

((W w )) = y|l/(Q)| 2 /(g)<y(^-£; fc ). 
Comme le taux de transition est proportionnel a la section efficace partielle, nous avons: 
da 

dh 



ex \U(q)\ 2 J2((e- i9<ra - r = \U{q)\ 2 I{q)- (1.7) 



Ainsi la fonction de correlation I(q) est directement reliee a une grandeur mesurable, la section 
efficace j^. Plus precisement, une experience de diffusion elastique avec des rayons X, des 
neutons ou des electrons fournit une mesure directe de fonctions de correlations statiques, 
c'est-a-dire independantes du temps. Nous pouvons relier la fonction de correlation I(q) a la 
fonction de correlation des densites. L'operateur de densite est defini par: 

n ( r ) = ^2 5 ( r - r a)- 

a 

Cet operateur specifie le nombre de particules par unite de volume a la position r. La somme 
sur les fonctions delta a des unites de densite, car son integrate sur le volume total donne le 
nombre de particules. Nous avons pour la fonction de correlation des densites: 

((n(r)n(r')))=J2((S(r-r a )S(r'-r a ,))), 

OLOi' 

ou nous faisons toujours une moyenne thermique sur la cible. La fonction de correlation des 
densites ((n(r)n(r'))) indique essentiellement la probabilite conjointe d'avoir une particule en 
r et une autre en r', c'est-a-dire la probabilite d'avoir une particule en r' en sachant que nous 
en avons une en r. La transformcc de Fourier ((n(q)n(q'))) de la fonction de correlation des 
densites vaut: 



((n(q)n(q'))) = / e- iq r e- iq r ((n(r)n(r'))) drdr 1 

= J^J e- iq r e- iq ' r ' '((S(r - r a )S(r' - rv)» drdr' 

aa.' 

= J ((e~ lq ' r e~ lq '' r '$(r - r a )6(r' - r«.))) drdr' 

aa' 

= J {{^ lq ' ra e- lq - r ^5{r - r a )5(r' - r a >))) drdr'. 



Nous avons done: 



Mq)n(q'))) = ^((e^- ^)) . (1.8) 



En comparant (1.6) et (1.8), nous voyons que: 

I(q) = ({n(q)n(-q))). (1.9) 

Done la fonction de structure I{q) est essentiellement la transformce de Fourier de la fonction 
de correlation des densites. De (1.7) et (1.9), nous avons: 



^ cx ((n(q)n(-q))). 



(1.10) 
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1.2.2 Fonction de distribution de paires 

Nous considerons deux cas particuliers: si les particules sont independantes, alors la fonction 
de correlation des densites correspond au produit des probabilities d'avoir une particule en r et 
une en r': 

«n(r)n(r')» = «n(r)))<(n(0»; 
si le systeme est homogene et isotrope, nous avons: 

«n(r)n(r')»=/(|r-r'|). 



II est utile de remplacer la fonction de correlation des densites par une autre fonction de 
correlation plus facile a interpreter: la fonction de distribution de paires g{r,r') definie par 
la relation ci-dessous, qui eliminc de ((n(r)n(r'))} la correlation d'une particule avec clle-meme: 



((n(r)))((n(r>)))g(r,r>) = E (Mr - r a )6(r> - r a ,))). 



(1.11) 



Nous pouvons reecrire cette relation sous la forme: 
in{r)))in{r')))g{r,r') 



£«<*(»■- 

oca' 


r a )6{r'-r a .)))- £ 

a=a' 


({5(r- 


((n(r)n(r' 


a 


-r a )» 


((n(r)n(r' 


a. 


~r a ))) 


((n(r)n(r' 


)))-S(r-r')J2mr' 

a 


-r a ))) 


((n(r)n(r' 


)))-S(r-r')J2¥(r- 


~r a ))) 


((n(r)n(r' 


a 

)))-S(r-r')((n(r))}. 





Pour un systeme homogene (invariant par translation), nous avons ({n(r))) — N/"f — n et 
g(r, r') = g(r — r'), avec N le nombre de particules et "V le volume du systeme. Avec R = r — r' 
et S = r a — r a i, nous pouvons reecrire (1.11) sous la forme: 

n 2 g{R) = E + r '- r ^ r ' ~ r «'))) = E ^ R + r «' - r ^ r ' - r «'))) 

= EE«^-^(r'-r Q + S))). 

Comme le systeme est homogene, g{R) ne depend pas cxplicitcmcnt de r' et la depcndance en 
r' dans le membre de droite n'est done pas significative. Pour l'eliminer, on integrc le mcmbrc 
de droite sur r' et on divise par le volume T 7 : 

9( R ) - E E ^ R s)» = E iw - s))) = I E ^ (« - ( r « - ^))» 



a S#0 

ou Tq est la position d'une particule quelconque choisie comme reference. 

Nous avons done obtenu que la fonction de distribution de paires g{r) est proportionnelle au 
nombre de particules se trouvant a la position r par rapport a une particule donnee se trouvant 
en r . Une mcthode intuitive et directe permet de determiner la fonction de correlation de 
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Fig. 1.3 - Configuration typique d'un systeme de spheres dures. 



paires. Nous partons d'une configuration des positions des particulcs appartcnant a r'cnscmblc 
des configurations possibles (Fig. 1.3). 

La fonction de distribution de paires est obtcnuc en choisissant arbitraircmcnt unc particulc 
commc origine, puis en comptant le nombre de particules qui se trouvcnt dans une couronne de 
rayons interne et externe r et r + dr. La figure 1.3 represente un liquide classique: il n'y a pas 
d'ordre spatial a longue distance. Pour un liquide classique, on peut faire une approximation 
de spheres dures, c'est-a-dire qu'on le represente par des "boules de billard" qui occupent un 
volume spherique de rayon a dans l'espace. Ces spheres s'excluent mutucllcmcnt. La fonction 
de correlation dans ce cas doit etre nulle pour \r — r'\ < 2a. Les calculs montrent des courbes 
du type ci-dessous. 



4.00 



3.00 - 



o 0.1 

- - 0.3 

— 0.5 



S 2.00 - 



1.00 




0.00 



0.00 



2.00 



4.00 



600 



8.00 



10.00 



r/a 



Fig. 1.4 - Fonction de distribution de paires d'un systeme de spheres dures. 
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1.2.3 La molecule d'Hydrogene: approximation de Heitler-London 

On ecrit l'etat fondamental de la molecule rl 2 comme 

^(ri<ri, r 2 (T 2 ) = - (0i(ri)0 2 (r 2 ) + 2 (t-i)0i(t- 2 )) (aifh - &2P1) ■ (1.12) 

<pi(r) est l'orbitale de l'etat fondamental d'un atome d'Hydrogene isole (etat s) centre sur le 
proton i, <f>i{r) — (j>i s {r — Hi), et ai, 2 ((^1,2) est l'etat de spin up (down) pour les electrons 1 et 
2. La partie orbitale est symetrique et la partie de spin est antisymetrique (etat singulet). La 
fonction d'onde (1.12), proposee par Heitler et London, est construite de telle maniere que les 
deux electrons se trouvent dans des orbitales differentes: si un electron se trouve sur le site 1, 
alors l'autre se trouve sur le site 2. C'est un etat correle. Les combinaisons 0i(ri)0i(r2), qui 
sont parfaitement possibles du point de vue de la mecanique quantique, n'apparaissent pas. En 
fait, la fonction d'onde symmetrique sans correlation serait 

(0i (n) + <fa(r{)) (0i (r 2 ) + fair 2 )) ■ 

Nous avons de la formule (1.11), la relation de proportionnalite suivante entre la fonction de 
correlation de densite et la fonction de distribution de paires: 

g(r,r')<x ^ ((S(r - r a )5(r' - ?v)» 

oi\ la moyenne se fait sur l'etat fondamental \jp). Pour notre probleme, nous avons: 

g(r, r') oc ((5(r - n)*(r' - r 2 ))) + «*(r - r 2 )5{r' - n)». 

Dans ce calcul, nous negligeons le spin, sinon nous devrions ajouter des facteurs 8 aa i . Calculons 
la moyenne en utilisant la formule (1.12), mais en ncgligcant la partie du spin: 

{(6{r - rx)8(r' - r 2 ) + S(r - r 2 )S(r' - n))) 

= J i/j*(r 1 ,r 2 ) (S(r - ri)S(r' - r 2 ) + S(r - r 2 )S(r' - rx)) ip(r 1 ,r 2 ) dridr 2 

= \ J (0i(ri)0 2 (r 2 ) + 0|(n)^(r- 2 )) (S(r - ri )8(r' - r 2 ) + S(r - r 2 )5(r' - n)) 

x (0i(ri)0 2 (r 2 ) + 2 (r-i)0i(r 2 )) dr 1 dr 2 . 

Considerons d'abord les termes provenant du premier produit de fonctions 5. Nous allons ob- 
tenir: 

\ (|0i(r)| 2 \Mr')f + \Mr)\ 2 |0i(r')| 2 + «(r) Ur)^')^') + ^(r^r)^')^')) ■ 
Les fonctions d'onde ont l'allure suivante: 

<t> a (r)= Wr-RJ tf 2 (r)=^ u ir-R 2 ) 




Ri R 2 



Fig. 1.5 - Orbitales Is centrees sur chacun des protons de la molecule d'Hydrogene. 
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Ainsi, les termes croises du type 0*(r)0 J (r) avec i ^ j sont negligeables, car le recouvrement 
des fonctions d'onde est faible. Le deuxieme produit de fonctions S donne le meme resultat. 
Sans tenir compte du spin, nous obtenons ainsi la formulc: 



g(r,r>) » \ (\^{r)\ 2 |0 2 (r')| 2 + \Mr')f |&(r)f 



(1.13) 



lorsque r — r' et g est maximum pour \r — r' 



la 



On voit dans cette formule que g 
distance entre les protons. 

Pour un gaz d 'electrons libres, on s'attend a une fonction de correlation g egale a 1/2 pour r = 0. 
En effet, cette fonction serait egale a 1 si les electrons pouvaient occuper la meme position sans 
restriction. Mais le principe d 'exclusion de Pauli interdit a deux electrons de meme spin de se 
trouver au meme point. Nous allons done avoir une fonction du type 




Fig. 1.6 - Fonction de distribution de paires dans V approximation de Hartree-Fock. 



Les correlations electroniques (en partie negligees dans le resultat de la figure 1.6) vont faire 
diminucr la valeur de g en r — en dessous de 1/2. 



1.2.4 Diffusion inelastique 

Precedemment, nous avons vu que la section efHcace de diffusion elastique est reliee a une 
fonction de correlation statique. Nous allons maintenant voir que les experiences de diffusion 
inelastique sont reliees a une fonction de correlation dynamique. La section efficace peut etre 
utilisee pour traiter n'importe quel processus de diffusion. Par exemple, considerons des dif- 
fusions de neutrons sur une cible. Nous supposerons que les neutrons sont confines dans un 
volume Y et qu'ils sont decrits par des ondes planes normalisees: 

(r\k) = f-^e ik - r . 

La section efficace peut s'exprimer a partir de la regie d'or de Fermi. Le taux de transition d'un 
etat initial cible-neutron \\kd) = |A)|feer) a un etat final cible-neutron \\'k'<j') = |A')|fc'cr') est 
donne par: 

WAfc^A'fcV = T \{*k'cj'\U\\kcj)\ 2 8{E X , - E X + E k , - E k ) (1.14) 
n v ' 

S(Ef-Ei) 

ou U est l'operateur du potentiel d'interaction entre le neutron et la cible, \kcr) et \k cr') decrivent 
l'etat initial et l'etat final de la particule, et |A) et |A') caracterisent l'etat initial et l'etat 
final de la cible. Done, l'energie de la particule diffusee peut etre modifiee durant la collision, 
cette difference d'energie etant absorbee par la cible. La formule (1.14) nous donne le taux de 
transition entre deux etats particuliers neutron-cible. En general, nous nous interessons au taux 
de transition entre differents etats d 'ondes planes pour les neutrons et nous ne connaissons pas 
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l'etat initial de la cible. Done nous devons faire la moyenne thermique sur tous les etats initiaux 
et sommer sur tous les fiiiaux: 



(1.15) 



xx 1 



oil p\ est la probabilite que la cible soit initialcmcnt dans l'etat | A) . Nous allons maintcnant sup- 
poser que le spin est conserve, a = a', e'est-a-dire le potentiel d'interaction est independant du 
spin. Nous supposons cgalcment, comnic auparavant, que le potentiel est la sommc de potcnticls 
a 1-particule (c.f. figure 1.2), U(r) — ^ Q U a (r — r a ). Ainsi, nous avons avec q = k' — k: 



(X'k'\U\Xk) = (A' 

= (V 

= (A' 

= (A' 

= (A' 

= (A' 



5>'|E/«(r-r a )|fc)|A) 

(X 

J < fe V> (r'\U a (r - r a )\r\ (r\k) drdr'\\) 

y-i e -ih'-r< 6(r-r')U a (r-r a ) y-^ eik - r 

y- 



e~ lk ' r U a (r-r a )e lkr dr\X) 



J2± I ' e^^^ e- ik ' r U a {r-r a y kr dr\X) 



~iq-r a 



E 

a 

^e-^C/ a ( q )|A), 



iq- (r — r a ) 



U a (r - r a ) dr\X) 



ou U Q (q) = ^ J e~ lq ' T U a (r) dr est la transformed de Fourier de U a (r). Si nous supposons que 
U a (q) est independant de a (cas d'une cible constitute de particules identiqucs), alors nous 
avons: 

(A'fe'|W|Afe) = C/(g)(A'|^e- i ^|A). 

a 

Ainsi, nous avons pour la section eflicace differentielle qui est proportionnelle au taux de tran- 
sition: 

d 2 a 2tt 



\U(q)\ 2 y,Px 

XX' 



dttdE h 
Pour aller plus loin, nous allons utiliser: 



(A'|5>-^|A) 



5{E X ,-E X +E W -E k ). 



E k , -E k = huj, S(E X , -E x + huj) = — \ 



e i(E x ,-E x +huj)t/h dt 



Comme le terme ^- J e l ^ Ex ' B *+ r " J ) i / fi dt est un scalaire, nous allons le faire passer en partie 
dans rclcmcnt de matrice. Ainsi, nous avons: 



d 2 <7 

dDAE 



2tt h 
~h2 



oc 



^-\U(q)\ 2 Y,Px(X\y,e lq - r «'\X')(X'\Y,^ q - ra \X) f e <E x ,-E x +hu)t/h dt 

^ XX' a' a J 

\XJ{q)f f e lU3t ^Vx{X\ ^ e lqr ~' \X'){X'\ ^ e lE *' t/h e- %q - r - e~ lE " t/h \X) dt. 



En supposant que l'Hamiltonien decrivant la cible est 7Y, nous avons: 

(\>\ e ^>t/H = ( X '\ e *Ht/h et e - iE ^l % \X) = e- mt/h \X). 



14 



Mesures et fonctions de correlation: introduction 



Chap. 1 



Nous trouvons alors: 



d 2 a 
(KldE 



oc \U{q)\ 2 f e wt ^p x {\\^e lq - r -'\\'){\'\^e mt/h e- iq - r -e- mt/h \\)dt 

XX' a' a 



ou e *wt/ft e -»«-r Q e -iHt/h = e -iq-r a (t) n ' cs ^ r j en d' ail tre que Poperateur e~ l<3 " r ° dans la repre- 
sentation de Heisenberg. Nous avons done, en notant que la somme sur A' donne Poperateur 
identite, 



dfldE 



OC 



I U(q) | 2 J £ PX(M E ^'^ e- iq - ra(t) I A) dt 

A aa' 

oc \U(q)\ 2 J e iut ^2((e- iq - r "^e iq - r -')} dt 



oc |J7(q)| 2 /inci(q,^) 

oil /inei(Q)W) est la transformed de Fourier de lmei(<7,i) = X) Q a'(( e _MJ " ra ^e lq " r ° : ')) et 
symbolise la moyenne thermique sur les etats initiaux de la ciblc. 

Ainsi, nous avons obtenu pour les problemes de diffusion elastique et inelastiquc: 



• Diffusion elastique: 


da 
dQ 


oc \U(q) 


\ 2 Hq) 


• Diffusion inelastiquc: 


d 2 a 
dtldE 


oc \U(q) 


\ 2 I in6i (q,u)) 



Dans le cas elastique, la fonction de correlation h\{q) = J2aa>(( e ~ tq " rael9 ' r °''}} es * indepen- 
dante du temps. Par contre, dans le cas inelastiquc, la fonction de correlation L m ci(q,t) = 
S Q a'(( e lq ' ra ^e lq ' ra ')) depend du temps. De maniere generale, nous pouvons donner In- 
terpretation suivante aux fonctions de correlation: 

• cas elastique: ((A(r)B(r'))) correspond a la probability de mesurer B en r' si nous avons 
mesure A en r; 

• cas inelastique: ((A(r, t)B(r' , i'))) correspond a la probability de mesurer B en r' au temps 
t' si nous avons mesure A en r au temps t. Si t' > t, nous parlons de mesure retardee. 

Dans le chapitre suivant, nous allons voir apparaitre une fonction de correlation de maniere 
tout a fait generale, et non plus limitee au cas de la diffusion. 
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CHAPITRE 2 



Theorie de la reponse lineaire 



2.1 Introduction 



La susceptibilic \ d' un systeme para- (ou dia-)magnetique est definie par la loi de proportion- 
nalite lineaire entre l'aimantation M ct le champ exterieur H, 

M = X H. 

La theorie de la reponse lineaire est une generalisation de cette relation pour les cas ou H 
depend du temps et varie dans l'espace, H(r,t), et une generalisation egalement pour le cas 
ou la perturbation extericurc est d'une autre nature (par excmplc un champ electrique). II 
s'agit done en general d'etudier la modification d'un systeme physique donne en presence d'une 
perturbation extericurc, et cela a l'ordre lineaire dans cette perturbation. 

Nous considerons ainsi un systeme physique dont nous connaissons cn principc l'Hamiltonien 
Ho et les etats propres \ip m ). Nous lui appliquons une perturbation (un champ exterieur) et 
nous cherchons la reponse du systeme au premier ordre dans la perturbation. Nous verrons 
que la reponse lineaire s'ecrit en terme d'une susceptibilite generalisee, reliee a une fonction de 
correlation particuliere qui est la moyenne thermique d'un commutateur retarde. 

Nous partons de l'Hamiltonien H du systeme perturbe: 

H = H + H'{t), 

ou Ho est l'Hamiltonien du systeme non perturbe dont les etats propres \ip m ) sont supposes 
connus, et H'(t) est l'Hamiltonien d'interaction avec le champ exterieur. H' represente le cou- 
plage d'une observable A du systeme avec le champ exterieur F. Le plus souvent, A et F sont 
des champs vectoriels et H' prend la forme: 



(2.1) 



Pour un F(r, t) donne, nous voulons calculer, au premier ordre en F, la valeur moyenne ((A(r))) t 
de l'observable A au temps t. La relation lineaire la plus generale entre ((A(r))) t et F(r, t) s'ecrit: 



((A(r)))t = E/ x ^ r ^ r',t')F 3 (r',t')dr'dt', 



(2.2) 



ou Xij( r ,t', r ',t') est la susceptibilite que nous nous proposons de calculer. 

Comme exemple le plus simple, nous considererons la reponse d'un systeme a un champ 
magnetique uniforme et statique. Dans ce cas, H' secrit 



H'{t) = - j M(r)-Hdr 
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oii M(r) est l'aimantation du systeme et H le champ magnetique exterieur, statique et cons- 
tant. Dans ce cas particulier, si en outre le systeme est isotrope (xtj = &ijX)i (2-2) devient 
simplement 

«M(r))) t - (J X(r,t; r' ,t') dr'dt^j H. 

Comme deuxieme exemple, nous traiterons le cas d'un systeme de charges soumis a un champ 
exterieur. Ici, Ti' s'ecrit 

H'{t) = - J p ind (r)F cxt (r) dr, 

ou p lnd (r) est la charge induite et V cxt (r) est le potentiel du champ de force exterieur. Dans 
ce cas, nous cherchons a calculcr la charge induite et la susceptibilite clcctriquc. 



2.2 Rappel de mecanique quantique 
2.2.1 Representation de Schrodinger 

En mecanique quantique, revolution d'un etat est donnee par l'equation de Schrodinger: 

ihj t \Mt))=H s (t)\Mt)), (2-3) 

oil l'indice S indique que cette equation est donnee dans la representation de Schrodinger. Dans 
cette representation, les observables ne dependent en general du temps que si elles ont une 
dependance explicite (comme dans (2.1)) et les etats evoluent avec t selon la relation: 

IVsW) =W(t,*o)|Vs(*o)>> (2-4) 

oil U(t,to) est l'operateur d'evolution temporcllc ou propagateur temporel. Cet operateur est 
unitaire, c'est-a-dire U(to, t) — U\t, t ) = U~ l {t, to) = U(to,t). En substituant (2.4) dans (2.3), 
on trouve l'equation du mouvement de U(t,to): 



ih—U{t,t ) = H(t)U(t,t ). 
at 



(2.5) 



Dans le cas oil le systeme decrit par rHamiltonien Ti est conservatif, c'est-a-dire que l'Hamil- 
tonien Ti. ne depend pas cxplicitcmcnt du temps, l'operateur d'evolution temporelle est donnc 
par integration de (2.5): 

U(t,to) = e- m{t ~ to)/h , (2.6) 

oil nous avons utilise la condition £Y(io,£o) = 1- Nous ecrivons les operateurs dans la repre- 
sentation de Schrodinger scion la notation „4g °u As(t) (s'il y a dependance explicite dans le 
temps) . 



2.2.2 Representation de Heisenberg 

II est parfois utile de travaillcr dans la representation de Heisenberg oil la dependance temporelle 
de IV's(i)) est "transferee" sur les observables et les etats deviennent independants du temps. 
En representation de Heisenberg, un etat s'ecrit 

|Vh) =U(t ,t)\ip s (t)) =U- 1 (t,t )U(t 1 t )\Mto)) = |Vb(*o)> = I^h) (2.7) 



oil nous avons utilise l'unitarite de U et l'equation (2.4). 
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Soit A une observable qui ne depend pas cxplicitcmcnt du temps. Sa valeur moyenne dans un 
etat \ip(t)) est fonction du temps: 

(A) t = (M*)\MMt)) = (Mto)\uKt,to)A s u(t,t )\Mto))- 

En representation de Heisenberg, une observable est definie a partir d'une observable dans la 
representation de Schrodinger par: 



An(t) =U(to,t)A s U(t,t ) 



(2.8) 



et nous pouvons ecrire la moyenne quantique d'une observable dans la representation de Hei- 
senberg sous la forme: 



(A) t = (MQIMM*)) = (^h|^h(*)|^) 



(2.9) 



Nous pouvons remarquer que toute la dcpcndancc tcmporclle se trouve dans l'observable, 
contrairement a une moyenne dans la representation de Schrodinger. 

Notons encore que dans la representation de Heisenberg, nous avons la relation, pour le cas ou 
„4s n e depend pas explicitement du temps: 



iH-An(t) 



[An,H]. 



(2.10) 



Verifions cela en developpant: 

^ d , , . 
ih— An (t) 
at 



ih—(u(t ,t)AsU(t,t )^ 

= -HU(t , t)A s U(t, t ) + U(t , t)A s HU(t, t Q ) 
= -HAa(t) + A n (t)H. 

A la deuxieme ligne, on a utilise l'equation (2.5) pour le deuxieme terme est son hermitien 
conjuguc pour le premier terme, et a la troisieme ligne, le fait que TL et IA commutent. Dans le 
cas ou l'observable A depend cxplicitcmcnt du temps, on a 



ih—An(t) = -HA H (t) 
at 



iW(t ,t)-^U(t,h) + A H (t)H 



= ^'^ +? K^) H - 



2.2.3 Matrice densite 

L 'introduction de la matrice densite permet d 'ecrire la mecanique quantique a temperature nulle 
et la mecanique statistique quantique de maniere analogue. Soit une base de l'espace de 

HUbert du systeme physique decrit par l'Hamiltonicn H. Dans cette base, l'etat \ip(t)) s'ecrit: 

\m) =J]c m (i)|m) 

m 

ou c m (t) — (m\ijj(t)). Ainsi, nous pouvons ecrire le developpement suivant: 

(A) t = m)\A S (t)m)) = J2 C *m>(t)Crn(t)(m'\As(t)\m) 

mm' 

= J2{i>(t)\m'){mm))(m'\A s {t)\m) 

mm' 

- j2(™\m)(m\™')(™'\Mt)n 

mm' 

= 2<m|^(t))^(*)l-4s(*)|m). 
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On definit la matrice densite p(t) par: 

P (t) = m))(m\ 

de sorte que nous avons, par definition de la trace, (ip(t)\As(t)\ip(t)) = ^ m (nn\p(t)As(t)\m) = 
Tr (p(t)As(t)). Done dans la representation de Schrodinger, nous avons la relation: 

(A) t = Tr(p(t)A s (t)). (2.11) 

En utilisant la relation (2.7), nous pouvons reecrire p(t): 

p{t) = U(t,t )\Mto))(fs(to)\U(t ,t) = U(t,t )p(t )U(t ,t) = U(t,t )p U(t ,t) 

ou po = \iPh)(iPk\ d'apres (2.7). La trace possede la propriete d'etre cyclique, e'est-a-dire: 

Tr (ABC) = Tr (BCA) . 

(2.11) devient done: (.A) t = Tr (U(t,t )p U(t ,t)A s (t)) = Tr (p U(t , t)A s (t)U(t, t )). Ainsi, 
dans la representation de Heisenberg, nous avons la relation: 



(A) t = Tr (p A R (t)) . (2.12) 



La moyenne thermique d'une observable dans l'ensemble canonique pour un systeme caracterise 
par un Hamiltonien TIq est: 

((A)) = ^Tre-^M S (<) = Trp a A s (t) (2.13) 

ou Zq = Tre~P u °. En supposant que la base diagonalise 7io, "Ho|?n) = E m \m), nous 

avons: 

(<^>} = ^E e ~^ m H-As(*)|m>, 

ZlQ 

m 

ce qui peut s'ecrire Tr (p As(t)) = Tr (poAn(t)) puisque (m\As(t)\m) = (m\AH_(t)\m) . Nous 
pouvons aussi ecrire 

— 

m 

Nous voyons done que le passage de la mecanique quantique a la mecanique statistique quantique 
se fait par la substitution 

|^s(*o)XVs(*o)l — ^J2e-^\m)(m\, 

m 

l'expression (2.12) restant inchangee. 

Nous allons maintcnant etudier cc qui se passe lorsquc lc systeme est pcrturbc. L'Hamiltonicn 
devient TL = TL a + H'(t) et nous allons supposer que la perturbation est enclenchee au temps 
to. Avec \m(t)) — U(t,to)\m), nous avons alors dans la representation de Schrodinger: 

Uh = ^rJ2e-^(m(t)\A s (t)\m(t)) = |Ve"^ (m\U(t ,t)A s (t)U(t,t )\m) 
Z °™ Z °™ 

= y2{m\e- 0H °An(t)\m) = ^Tre^A^i), 
Z ° m Z ° 

ou nous avons utilise le fait que les etats (m\ sont vecteurs propres de H.^: e~@ m (m\ = 
(m|e _ ^°. Ainsi, nous obtenons pour la moyenne thermique 



((A)) t = Tr(p A H (t)) (2.14) 
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avec po = ~P Ho . Nous avons done de nouveau la meme expression pour la moyenne (2.12) 
d'une observable dans l'etat fondamental (T = 0) et la moyenne (2.14) sur un ensemble statis- 
tique (T > 0). La seule difference est dans l'expression donnant po- 

Maintenant, nous voulons calculer ((A)) t au premier ordre en TL'(t). Pour ce faire, nous allons 
utiliser la representation d'interaction. 



2.2.4 Representation d'interaction 

La valeur moyenne d'un operateur ^4s(^) s'ecrit 

(A) t = (ip s (t)\A s (t)\i>s(t)) = (Mto)\U(to,t)As(t)U(t,t Q )\ip s (t )). 

La representation d'interaction s'introduit en separant l'Hamiltonien en deux parties, H = 
Ho + H', et en ecrivant 

U(t,t )=Uo(t,t )U'(t,t ) (2.15) 

ou Uo(t,to) est l'operateur d'evolution correspondant a Ho (le systeme isole dans notre cas), 
e'est-a-dire 

ih—Uo(t,t ) = HoU (t,to). (2.16) 



dt 



Nous obtcnons: 



(2.17) 



(A) t - (^s(to)\U\t ,t)Uo(t ,t)As(t)Uo(t,to)U\t,t )\Mto)) 

= (Mt)\Ai(t)\Mt)), 

avec les definitions: 

|Vi(t)) = U'(t,t )\ij s (to)) 

Ai(t) = Uo(to,t)As(t)Uo(t,t ) 

Lorsque Ho ne depend pas explicitement du temps, nous avons Ai(t) — e t ' Hot / h As(t)e~ l ' Hot / h . 

Alors que la representation de Schrodinger porte toute la dependance du temps sur la fonction 
d'onde (sauf la dependance explicite contenue dans ^4sW) et que la representation de Heisenberg 
porte toute la dependance du temps sur les operateurs, la representation d'interaction porte 
une partie de la dependance du temps sur les observables et une partie sur la fonction d'onde. 

Considcrons maintenant un Hamiltonicn H' quelconque. L 'equation du mouvement pour hi est: 

ih4-U(t,t ) = HU(t,t ) =H U(t,t )+H'U(t,to) 
at 

= ih—U (t,t )U'(t,t ) 
at 

= HoU(t,to) + it>Ho(t,to)^-U'(t,to) 

at 

en utilisant (2.16) et (2.15). On en tire 

iW (t, t ) jU'(t, to) = H'(t)Uo(t, t )U'(t, t ). 
En multipliant l'egalite par Uq 1 ^,^) — U(to,t), il vient: 

ih^4% to) = U (t , t)H'(t)U (t, to)U'(t, to) = H[(t)U'(t, t ). (2.18) 
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On verifie facilement que dans la representation d'interaction, l'equation du mouvement pour 
les observables est 



ih±Ai(t) = [Mt)M]+ih(^f) 



(2.19) 



si H.q est independant du temps. 



2.3 Formule de Kubo 



En utilisant (2.8) et (2.15), nous pouvons reecrire (2.14) sous la forme: 

((A)) t = Tr(p U'(t ,t)Uo(to,t)AsUo{t,to)U'(t,to)) = Tr {p U'(t ,t)Ai(t)U'(t,t )) . (2.20) 
Nous allons developper cette equation en puissances de Ti' . Nous avons 

U'(t, t ) = U' {0) {t, t ) + U' {1) (t, t ) + ... 
De l'equation (2.18), nous tirons: 



*^W ( 'o)(*>*o) 







ih-U' (1) (t,to) = H[(t)U[ 0) (t,to). 

La premiere relation a pour solution U'^(t,to) = 1 et la seconde conduit a ULJt, to) 
~~k h dt'- Done, nous avons: 

i /"* 

U'(t,t ) = t- - / H[(t') dt' + . . . 
« J to 

En introduisant cela dans (2.20), nous trouvons au premier ordre en TL': 



{{A))t 



Tr po 



1 + - / H[(t')dt' 
h Jt 



Ai(t) 



i — — / n[(t')dt' 



Tv( P oAi(t)) 



Tr(po[H[(t'),Ai(t)]) dt'. 



Si Ho ne depend pas explicitement de t, nous avons Uo{t, t ) = e lHa ^ to >/ h et Tr (p Ai(t)) = 
Tr ^ e -^Wo e Wo(t-to)/ft_4 se -iWo(t-to)/ft) = Tr(p -4s), en utilisant (2.17) et la propriete cy- 
clique de la trace. En adoptant la notation ((A)) q = Tr (poA), on arrive a: 



«-4»* = (M»o 



(([HKOMiWlDotf. 



Comme nous avons v t, nous pouvons introduire dans l'integrale la fonction de Heavisidc 
6(t—t') qui est nulle pour t' > t et vaut 1 pour t' ^ t, et etendre la borne superieure d 'integration 
&t — +oo. Nous allons egalement supposer que la perturbation est enclenchee a to — — oo. Avec 
[H[{f),Ai{t)) = -[Ai(t),H{(h)], nous obtenons: 



(M»t = {{A)) 



+ 00 



(([iiW,«J(0]}y(t-t')^ 



(2.21) 
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En general, l'operateur A est un champ vectoriel dont les composantes sont Ai(r). A partir de 
(2.1) et (2.17) nous avons 



«i(0=-E / Mr',t')F 3 {r\t')dr' 



ou l'operateur A(r,t) est donne dans la representation d'interaction: 

A l (r,t) = e m ° t/h A l (r)e~ m ° t/h . 



Pour la composante i de l'operateur A(r), nous avons done: 

■ POO 

{{A i {r)h = {{A{r))) + -Y J / (([Mr^Mr'^heit-mir'^dr'dt'. (2.22) 



Le facteur Fj(r±,t') est un nombre et on a done pu le sortir de la moyenne thermique. En 
comparant (2.22) avec (2.2) nous definissons la susceptibilite par: 



Xij (r,t; r',t') = -(([Mr, t), A 3 (r', t')])) 6(t - f) 



et (2.22) devient: 



({Mr))) t = ((Mr)))o + J2 / *«( r >*i r'^F^r'^dr'dt'. 



(2.23) 



(2.24) 



(([Ai(r, t), Aj(r', t')]))o8(t — t') est appele commutateur retards, et mcsurc csscnticllcmcnt la 
correlation entre Ai(r,t) et Aj(r',t'). Nous parlons de commutateur redarde, car la fonction 
9(t — t') assure que ce commutateur n'est pertinent que pour t ^ t' . 



2.4 Susceptibilite d'un systeme de spins independants 

Nous considerons un spin soumis au champ magnetique exterieur H(t) = (H x (t), H y (t), H z ) = 
(h cos tot, hsmujt, H z ) avec H z = cste. Nous avons pour l'Hamiltonicn: 

H = M ■ H = g^ B S ■ H = g^ B S z H z + gn B (S x H x + S y H y ) =H Q + H'(t) 

ou Hq = g[i B S z H z , 7i'(t) = gfi B (S x H x + S y H y ) et S x , S y , S z sont les operateurs de spin en 
representation de Schrodinger. L'Hamiltonicn 7Yo decrit un spin aligne dans le champ (0, 0, H z ) 
et l'obscrvablc a calculer est l'aimantation dans le plan (x,y) induite par Ti'(t). L'aimantation 
moyenne selon x (y) est donncc par ((M x , y ))t = ~9fJ-B((Sx,y))t- Nous introduisons les nouveaux 
operateurs S±, M± ainsi que les champs H±: 



(S-j- — S x i i>S y 
M± = M x ±iM y 
H±(t) = H x (t)±iH v (t) = he ±iat . 

Ainsi, nous pouvons reecrire la perturbation H'(t) sous la forme: 



(2.25a) 
(2.25b) 
(2.25c) 



U'{t) = - gf iB (S+H-(t)+S-H+(t)) 



(2.26) 
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En utilisant (2.2G) et en notant que ((<S+))o = 0, la formule (2.21) donne: 

((s+)) t = - l -J^j[s + {t),n'{t')])) e{t-t')dt' 

= j_J& S +®> {S + {t')H_{t')+S-{t')H + (t!))]))oO{t-t')dt' 

«M+))t = 2 {9m)2 hJ_ ((iS + (t)AS + (t')H^t') + S^t')H + (t'))})) 0(t-t')dt'. 

ou les operateurs de spin sont en representation d 'interaction. Comme H + (t') et H—(t') sont 
des scalaires, nous pouvons les sortir de la moyenne: 



iM + )) t = \{g^) 21 - I ({[5„./..5„./'.]}} ( ^./ -/',//. (full' 

l (g^?{ I «[5 + ./).5_i/')]Mi/-/')// + i7') ( //' 



(2.27) 



(2.28) 



2 ' ft 

En procedant de maniere analogue, nous obtenons pour ((Ai — ))t- 

1 ■ />oo 

((M-)) t = - ( 5 mb) 2 j. J J[S.(t),S + (l/)])) O 0(t-t')H-(t')dt' 

+ \ (am) 2 1 j^j^-(t),s-(t')})) e(t t>)H + {t>) dt>. 

De (2.27) et (2.28), nous pouvons definir les susceptibilites Xafs(t — t') par: 

*«/»(« "0 = i( 9 MB) 2 ^(([5 a (t),^(fO]))oe(t-t') 

= i( 9MB ) 2 |«[5 a (*-i / ),5 /s (0)]))ofl(t-f) 

ou a, /3 = + ou — . En representation d'interaction, nous avons S a (t) = e in ° t l h S a e~ l ' Hot / h . 
(Nous negligerons de noter l'indice / de iS Qi i(i) indiquant la representation d'interaction afin 

d'allcger la notation). Considerons par exemple xh (t)- Dans la representation d'interaction, 

nous avons pour l'equation du mouvement de <S+(t) avec (2.19) et (2.25a): 

d 
dt 

Avec les relations de commutation 



ih— S+(t) = [S + ,H ] = g^ B H z [S + ,S z ] = gfx B H z ([S X ,S Z ] + i[S y ,S z ]) 



[S x ,S y ] = ihS z , [S y ,S z ] = iHS x , [S Z ,S X ] = ihSy, (2.29) 

il vicnt 

ih^S + (t) = gfi B H z (-ihSy - hS x ) = -hg^, B H z (S x + iS y ) = -Hgfi B H z S + . 
Dans la representation d'interaction, l'operateur S+(t) est done donne par S+(t) = S + e lu ° l ou 

= gmH z 

est la frequence de Larmor; e'est la frequence propre du systeme isole. Nous obtenons alors 
pour x+-(t): 



x+-(t) 

\2 



■(([S + (t),S-])) 9(t) = -(([5 + ,5^])) e^^(t) 



= i<([5 a + iS y ,S x - i5„]))oe*-»*d(t) = ^-i^Al + i[^,«Sx]))oe iwo ^(t) ( 2 ' 3 °) 
= ^{[S.A^oe*^® = 2z((S z )) o e^ t 0(t). 
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La transformee de Fourier de x^ W es ^ done: 

J-OO CJ+UJQ+ld 

oil 5 est un infiniment petit positif. Nous avons utilise la relation: 



(2.31) 



0(t) dt = 



LO + LOq + id ' 

que Ton peut demontrer en calculant la transformee de Fourier inverse, 

i 



1 

2^ 



to + LOq + i5 



did = 



0(t), 



(2.32) 



par la methode des residus. Pour ce faire, il faut fermer le contour d 'integration dans le plan 
complcxc de maniere a ce que e~ tut tende vers sur le contour ajoute. Pour que e~ tut — > 
lorsque \w\ — > oo, on doit avoir Im(cj)i < 0. Si t > 0, il faut done fermer le contour dans la 
partie inferieure du plan complexe et si t < dans la partie superieure. Schematiquement, nous 
avons: 



Im(w) 



Im(co) 







\ i 

W- is 









Re(co) 




Re(ea) 



f>0 f<0 
Fig. 2.1 - Contour d'integration dans le plan complexe. 



L'integrale sur le contour donne la somme des residus des poles qui se trouvent a l'interieur 
du contour, multiplicc par ±2ni (selon l'orientation du contour). Pour t > 0, le residu du pole 

10 = -u -iS vaut i e -i(.-t»o-iS)t = i e i"ot et l'integrale dans (2.32) vaut done -2m/2i: x ie Wot = 
e %Uot . Pour t < 0, il n'y a aucun pole a l'interieur du contour et l'integrale dans (2.32) vaut 0. 
En regroupant les deux cas, on verifie bien (2.32). 

11 est possible de calculer \ h(*)j X++(*) et X (*) de maniere analogue. Pour x h(*); nous 

trouvons: 

(^b) 2 ((5 2 )) 



et pour les termes diagonaux, 



x-+h = ^ v ; ( 2 - 33 ) 

LO — LOq + 10 



X++(*)«<([5 +> 5+])) = 
X— (*)oc«[S_,S_]))o = 0. 



Nous avons alors d'apres (2.27) et (2.28) 

y>CO /» CO 

« J M+)) t = / x+-(t-t')H + tf)dlf = x + -{t-t')he im ' ^f^dt' 



OO 



= /ie icDt / X +-(t - Oe _<0( *~* 5 dt' = he iat x + -{-u>) 

J — OO 

poo 

{(M-h = / x-+(t-<')^-(0^' = te- io V+(^) 



24 



Theorie de la reponse lineaire 



Chap. 2 



et done 



({M+h = (gm) 2 ((S z ))o-- T7, ((M-h = ( 9 pb) 2 ((S z )) -_ — . (2.34) 

to — ojq — id u> — luq + id 



Nous pouvons maintenant calculer l'aimantation ((A4 X )) 



1 1 / hp' 

((M x )) t = -(((M + h + ((M-h) = (gn B ) 2 ((S z )) - c 



2 2 \uj — ujq — iS uj — ujq + id 

/ hp iot \ 

(gp B ) 2 ((S z )) Re -_ . (2.35) 



k uj — ujq — i8 , 

Nous voyons que l'aimantation ((M x ))t est une grandeur reelle comme il se doit. Avec la relation 

ou P denote la partie principale, nous pouvons reecrire (2.35) de la maniere suivante: 
((M x )) t = (gp B ) 2 ((S z )) P^— H x (t) - Tr(gn B ) 2 ((S z ))o6(Cu - to ) H y (t). 

U) — CJq v J, ' 

* v ' im[x+-(o)l 

Re[x + _(0)] 

Le premier terme decrit une aimantation qui evolue en phase avec le champ exterieur et montre 
un caractere resonant lorsque la frequence de l'excitation u> est proche de la frequence propre 
wo du systeme. Le deuxieme terme donne une contribution qui est en opposition de phase par 
rapport au champ (H y (t) est dephase de tt/H par rapport a H x (t)) et correspond a l'absorption 
d'energie. En effet, l'energie du systeme est donnee par 

E={(H)) t =Tr(p(t)H(t)) 

dans la representation de Schrodinger. Nous avons || = —j-[H, p] et done l'energie evolue selon 

f - - m + - (^) - **> + - (^) - - 

Dans notre cas particulier, l'Hamiltonien de perturbation est donne dans la representation de 
Schrodinger par la formule (2.26) et la derivee de TC'(t) vaut: 



dt 2 

Nous avons ainsi pour dE/dt en utilisant (2.14): 

— = -gp B hwi (-Tr (p(t)S+) e- iQt + Tr (p(t)5_) e^ 4 ) 

= \gp B hui (-((S+)) t e-^ + ((S-he**) . 
Comme ((S±)) t = — ((M±))t/gp B , on a avec (2.34) 

he ±lQt 



((S±))t = -gm((S*h 



ui — ujq =F id 



et 



§ = \(gpv) 2 ((S z ))vh 2 ^( _ 1 - _ 1 
dt 2 \uj — uj — io uj — ujo + io 

1 (gp B ) 2 ((S z )) a h 2 Luix2iIm( ' 



2 \cj — wo — io 

= -ir(gp B ) 2 ((S z )) 6(uj - iv )h 2 u 
= -Im [x+-(-w)] /i 2 w = Im [x-+(u>)] /i 2 w. 
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La relation de proportionnalite entre Im x( w ) et l'absorption d'energie est tout a fait generale 
et porte le nom de theoreme de fluctuation-dissipation. Ce nom est du aii fait que nous avons: 

X (t)<x(([A(t),A(0)])) 
oil {([^4(4), ^4(0)])} decrit les fluctuations du systeme. 

2.5 Representation spectrale (ou de Lehman) de % 

De manierc generale, la susceptibilite est definie par (2.23): 

Xij (r,t; r',t') = i(([A(r, t), Aj(r', t')])) 6(t - t') = ^«[A(r, t - t'), Aj(r', O)])) o 0(t - t'). 
S'il n'y a pas de dependance en r et r' nous obtenons: 

Xij (t) = ^<[A(*),^-(0)])>ofl(t) = ^Tr(po[^(t),A,-(0)])fl(i) 
= IT E e_/3Em H t- 4 * W < A" (0)] I m) (9(t) 

ou Zo — Tre _/m ° et la base {|m)} diagonalise 7io- Done nous avons pour la susceptibilite, en 
utilisant la relation de fermeture J2 m ' \ m ')( m '\ = 1 ; 



Xij(t) = l^Y ( (m\e m ^ h A z e- m « t / h A ] \m) - (m^-eW^e"^/ h \m)\ 9{t) 



i 1 

' 1 Y, e ~ pEm ^ Hot/h M^){^\e- iHotlh A 3 \m)e{t) 



hz 

mm' 

- % -\r Y e-^imlAje^/^m^im'lAie-^/^eit) 

mm' 

~ y e-^e^-^^imlA^im'lAjHeit) 

mm 

-~ Y e-^e- l ^~ E ^ t / h (m\A 3 \m')(m'\A l \m)9(t) 



De maniere analogue a ce qui a ete fait precedemment pour Xapi nous trouvons pour les trans- 
formees de Fourier de Xij\t) et Xij\t) : 



Xij\u) = -— y e 0Bm (m\Ai\Tn'){m'\Aj\m 



1 



Z Q ^ 'nw-(E m ,-E m ) + id 

mm' 

i 



mm' 

On voit que x£j (w) et x\j ( w ) possedent des poles pour toutes les energies d'excitation E m —E m > 
du systeme non perturbe. Dans le cas particulier du paragraphe precedent, lc systeme nc posscde 

qu'une seule energie propre, Hloq, et les fonctions (^-0 e t X h( a -') ne possedent qu'un seul 

pole. 
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2.6 Correlation des densites et fonction dielectrique 

Dans un problcmc dc physique du solide, nous devons en principe traiter un Hamiltonicn de la 
forme 

nj /i/ion I 'T/ion— ion _j_ 'Xjcl , n_jel— el _i_ o/el— ion 

n — n cin -f n Cb -i- n cin -|- n Cb -t- n Cb , 

qui comprend les energies cinetique et coulombienne pour toutes les particules (ions et electrons) 
du systeme. II est en general impossible de resoudre l'equation de Schrbdinger avec un tel Ha- 
miltonicn. Par contre, il est possible de formuler le probleme a iV-corps de maniere approxima- 
tive de telle sorte que toutes les interactions coulombiennes soient regroupees dans la fonction 
dielectrique e(q,uj). Cette fonction est reliee a la susceptibilite dielectrique qui caracterise la 
reponse lineaire du systeme a une perturbation exterieure. 

Si une densite de charge exterieure p oxt (r,t) est introduite dans un solide, une charge induitc 
p lnd (r,t) apparait dans le systeme et la charge totale est done p tot = p cxt + p lnd . Nous avons 
pour l'Hamiltonicn de perturbation: 



H'(t) = - J p ind (r)V CKt (r,t)dr 



ou V ext est le potentiel de la charge p cxt . Pour la susceptibilite dielectrique x, nous avons d'apres 
la formule (2.23): 

X (r,t; r',t') = ^(([p ind (r, t), p ind (r', t')])) o 0(t t'). 
Nous allons chcrchcr le lien entre \ et e. 

D'apres les equations de Maxwell, les densites de charge p GXt et p tot sont rclices aux champs D 
et E par les relations 

V-D(r,t) = p cxt {r,t) (2.37a) 
e V-E(r,t) = p tot (r,t). (2.37b) 

Dans ce cours, nous utilisons la convention suivante pour la transformee de Fourier d'une 
fonction f(r,t): 

f{q,u) = J f(r,t)e- l{q r - UJt) drdt (2.38a) 

f(r,t) = -i_y/( g , w )e^— Qdqdu. (2.38b) 

Les equations (2.37a) et (2.37b) donnent ainsi: 

iq-D{q,uj) = p cxt (q,u) (2.39a) 
ie q-E(q,Lu) = p tot {q,uj). (2.39b) 

Nous pouvons decomposer D scion les directions parallele et perpendiculaire kq, D = D\\+D±. 
Avec |D||| = Dm et \E\\ \ = En, nous definissons la fonction dielectrique longitudinale e^(q,uj) 
par: 

D^q,u) = e^q,u)E^q,u). (2.40) 
Nous avons ainsi pour la composante parallele de (2.39): 

iqD {l (q,u) = p cxt (q,to) (2.41a) 
ieoqE^q,u) = p tot {q^). (2.41b) 
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Le rapport entre (2.41a) et (2.41b) donne avec (2.40): 



£>||(q,u/) _ e {] (q,Cj)E l{ (q,Cj) _ p cxt (q,u;) 



o ext (q,uj) 



e E\\(q,uj) e E\\(q,w) 



p tot (q,Uj) p cxt (q,oj) + p ind (q,uj) 



d'ou Ton tire 



£\\{<l>w) 



1 , p md (g^) 

1 H — ou 



p M (q,u ) )=-p^(q,0j)[l 



en (qr, oj) 



(2.42) 



Nous avons ainsi une relation entre e|j(q,w) et la reponse lineaire p lnd (q, uj). Le plus souvent, 
eii > eo de sorte que la charge induite et la charge exterieure sont de signes opposes. Le cas 
contraire peut cependant se presenter, comme nous allons le voir. Dans la limitc e\\ — > oo, 
la charge induite compense exactement la charge exterieure et on dit que cettc dcrnicre est 
completement ecrantee. Avec l'equation de Poisson 6q'V 2 V = —p, qui s'ecrit dans l'espace de 
Fourier 

q 2 e V(q,u;) = p(q,oj), (2.43) 



nous pouvons reecrire (2.42) sous la forme 



V tot {q,L0) 



V ext (q,cj) 
e||(g,w)/e ' 



(2.44) 



Dans un metal, la fonction dielectrique ey a deux composantes, ej° n qui decrit la reponse du 

reseau de ions et ejj 1 pour la reponse du gaz d'electrons. Nous allons developper une theorie 
simple pour chacun des deux termes, puis regrouper les resultats afin d'obtenir un modele pour 
en. 



2.6.1 Fonction dielectrique des electrons: approximation de Thomas- 
Fermi 

Nous considerons un gaz d'electrons libres (sans interaction electron-electron), neutralise par 
une densite de charge ionique p lon . Nous plagons ce systeme dans un potentiel exterieur y cx± 7 et 
nous cherchons la densite de charge induite et le potentiel total V tot = V cxt + V lnd ou V lnd est 
du aux charges electroniques induites. Pour cela, nous devons en principe resoudre l'equation 
de Schrodinger pour des electrons independants: 

-|-V 2 V^(r) - eV tot {r)^{r) = e^(r) (2.45) 
Ira 

avec — e la charge de l'electron, et calculer la densite de charge totale en occupant tous les etats 
a un electron dont l'cncrgic est infcricurc a l'cnergie de Fermi sf'- 

p tot (r) = pB xt (r) + ^ _ e ^ |^ (r) |2 (2 46) 

6i<£F 

L'equation (2.45) est dite auto-coherente car le potentiel V tot dans lequel se meuvent les 
electrons tient compte de la charge induite et depend done des solutions ipi d'apres (2.46). 

L 'approximation de Thomas-Fermi consiste a supposer que le potentiel total varie lentement 
dans l'espace, ou du moins lentement sur des distances de l'ordre de la longueur d'onde de 
Fermi ~ 1/&f- Cette hypothese nous permet de supposer que la densite d'etats du systeme 
perturbe reste identique a la distribution d'cquilibre Af(e), mais elle est deplacee en energie 
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et suit localement le potentiel total. Cela revient a dire que les etats electroniques restent 
inchanges, mais leur energie devient 

et la densite d'etats locale du systeme perturbe est done Af(e + eV tot (r)). Schematiquement, 
nous avons: 




Fig. 2.2 - Approximation de Thomas-Fermi. Lorsque le potential varie lentement dans l'espace, 
la densite d'etats est deplacee rigidement en energie sans etre deformee. Les surfaces hachurees 
donnent la densite electronique au point r. 



Dans le systeme non perturbe, la charge electronique totale est p^°q = — 2e JlloN(e) de. Selon 
notre hypothese, la charge electronique du systeme perturbe est 



p*°t(r) = -2e / Af(e + eV tot (r)) de 



-2c 



e F +eV tot (r) 



7V(e) de 



Nous avons done pour la charge electronique induite p^ = — p^°* : 

r e F + e y tot (r) 



-2c 



Af(e) de 



-2e 2 Af(e F )V tot (r) + 



eV to 
e F 



Si Ton mesure les energies depuis le niveau de Fermi (ep = 0), et si le potentiel cxtcricur depend 
du temps, il vient p"j ld (r,i) —2e 2 J\f(0)V tot (r,t). Ceci s'ecrit en espace de Fourier: 



pt d {q 1 uj) = -2c 2 N(Q)V to \q : o J ). 



(2.47) 



En utilisant (2.43) et le fait que p£ Q = —pi on , nous avons q e V = p = p + p ion + p\° = 



„cxt i „ind 



p l i d , et (2.47) devient 



q 2 p^(q^) = 



2e 2 A/"(0) 



[p^(q,u;) + p^(q,Lu)) 



En definissant le vecteur d'onde de Thomas- Fermi /ctf par la formulc 



, 2 _2eW(0) 



^TF 



eo 
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nous pouvons ecrire: 



p ext (g^) 

l + q 2 /k 2 



(2.48) 



TF 



Avec (2.42), on trouve finalement la fonction dielectrique des electrons dans 1' approximation 
de Thomas- Fermi: 

II ; _ -I i ^TF 

9 ' 



(2.49) 



Pour interpreter ce resultat, considerons le cas particulier d'une charge cxtcricurc Ze positive 
et ponctuelle placee a l'origine: 



p cxt (r) = ZeS(r), 
p ext (q) = Ze, 



V cxt (r) 
V cxt (q) 



Ze 1 



47reo r 
Ze 1 

£q q 2 ' 



Le potentiel V CKt (q) diverge lorsque q tend vers zero, ce qui traduit le fait que V ext (r) est a 
longue portee. (En effet, V CKt (q = 0) = J V cxt (r)dr.) Cette charge positive est ecrantee par les 
electrons voisins, de sorte que le potentiel total devient d'apres (2.44) et (2.49): 



V tot (q) 



V cxt (q) _ Ze 1 



1 + h\ Y jq 2 e q 2 + fef p 



p ext (r) 




eV ex \r) 



T rind, , 

eV (r) 





- eV (r) 



Fig. 2.3 - Ecrantage d'une charge ponctuelle positive placee a l'origine. 



V tot (q) ne diverge pas lorsque q tend vers zero, ce qui montre que le potentiel ecrante est a 
courte portee. En effectuant la transformee de Fourier, on trouve: 



V tot (r) 



Ze e - fcTFr 

47T£o T 



Ce type de potentiel est appele potentiel de Yukawa. Le facteur exponentiel decrit l'ecrantage, 
qui se fait sur une longueur de l'ordre de I/^tf ~ lA dans un metal. 



2.6.2 Fonction dielectrique des ions: approximation du plasma 

Les ions sont des particules tres massives par rapport aux electrons et leur vitesse de deplace- 
ment est beaucoup plus faible que celle des electrons. Nous allons done traiter les ions comme 
des particules classiques, dont la dynamique est gouvernee par l'equation de Newton: 
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ou M et Ze sont la masse et la charge des ions supposes tous identiques. Le champ electrique 
auqucl les ions sont soumis resulte d'une eventuelle charge exterieure p ext ainsi que de la charge 
induite par le deplacement des ions eux-memes: 

e V • E = p cxt + (2.51) 

L 'equation de continuite dp™f 1 /dt + V- j = 0, qui cxprimc la conservation de la charge des ions, 
relie la charge induite au courant de charge ionique j = Zenv, ou n est la densite moyenne de 
ions. Nous trouvons done successivement, avec (2.50) et (2.51): 



= — Zen'V ■ v 



ion 

dt 

5 2 P!on „ dv „ dv (Ze) 2 n^ 

= -ZenV ■ — « -ZenV ■ — = - K ' V ■ E 

dt 2 dt dt M 

I cxt , n md\ _ _q2 ( n cxt , n md\ 
\P +PionJ— "P \P + Pionj, 



e M 

ou nous avons fait 1' approximation dv/dt sa dv/dt valable pour des vitesses faibles (voir l'hy- 
drodynamique des fluides) et introduit la frequence plasma Clp: 



ilp = Ze 



e M 



ftp est la frequence propre de vibration des ions. En effet, en l'absence de perturbation exte- 
rieure, on trouve pour p\^(t) des solutions oscillantes de pulsation fip, telles que tous les ions 
se deplacent en phase (d'ou le nom de "plasma"). En espace de Fourier, il vient 

-Jp^{q,u) = ~n 2 (p^(q,u J ) + p^(q^)) 



1 - W 2 /0| 

En utilisant (2.42) on trouve la fonction dielectrique des ions dans 1' approximation du plasma 



= 1 - % (2.53) 



2.6.3 Modele de fonction dielectrique d'un solide 

Dans les deux calculs precedents, nous avons suppose que les ions et les electrons ecrantent 
independament unc charge exterieure, sans s'influenccr mutucllcmcnt. En rcalite, si les ions se 
deplacent, cela provoque une accumulation de charge qui est "vue" par les electrons comme 
une charge exterieure. La charge ionique induite va done etre ecrantee par les electrons et 
rcciproqucmcnt, la charge clcctroniquc induite est ecrantee par les ions. Nous considerons done 
que les charges exterieures pf** et p|f* "vues" respectivement par les ions et par les electrons 
sont 

< = P^ + P^ (2.54a) 
PT = p cxt + pTot- (2.54b) 

D'autre part, nous avons vu (equations (2.48) et (2.52)) que les ions et les electrons ecrantent 
"leur" charge exterieure selon: 

Plon - /Cn Aon, P~l = -(1 - W 2 /«p) (2.55a) 

l4f = PT /3ci, fc 1 = -(1 + q 2 /k 2 TF ). (2.55b) 
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Les equations (2.54) et (2.55) donnent 4 relations avec 4 inconnues, que Ton peut resoudre pour 
calculer la charge induitc totale p ind = Pion+p"" 1 ct deduire la fonction dielectrique scion (2.42). 
On a: 

= (p° Xt +Pcl d )Ao„+(p CXt + p!^)/3cl 

- (p° Xt + Pll%l) Aon + (p° Xt + f&Urn) Al 

= (Aon + AO + (Plf + P?o X n) AonAl 



P 



2p cxt +)9 i„d 

ext Aon + Al +^ 



AonAl 1 - 1 



ad 



... Aon + A/ + AonA/ + 1 _ '-'-I H 



ext ' 1 _ i ^ 2 I q 2 q 2 

" AAon^cl n 2 k 2 SI 2 A; 2 

1 _ eo 



i + £||(g,w) 



Dans le cadre des approximations de ce paragraphe, la fonction dielectrique d'un solide est done 
finalement 



e n(q>^) = i , fc TF n l 

9 9 ' 



Pour le potentiel total, nous avons d'apres (2.44): 



V to \q,uj) 



1 



Pour des frequences to 3> fip, le rapport ^f- devient negligeable et les ions n'ont pas d'influence 
sur Fecrantage. Par contre, pour des basses frequences ce terme peut devenir important et le 
denominateur peut devenir negatif. Ainsi, un potentiel exterieur repulsif peut etre transforme 
en un potentiel attractif en raison de l'ecrantage des ions. Ce mecanisme est a l'origine de la 
supraconductivite dans les metaux: a basse temperature, les ions sont capables de generer une 
attraction entre les electrons suffisante pour que ces derniers forment des paires de Cooper qui 
condensent dans l'etat supraconducteur. 

Nous avons jusqu'ici discute de la reponse du systeme a un potential exterieur. Si nous conside- 
rons cependant le potential de Coulomb entre deux electrons du systeme, nous pouvons supposer 
que ce potentiel de Coulomb va etre modifie par la presence de tous les autres electrons, et ecrire 
approximativement 

V(r) = — V(r) 

ou V(r) est le potential ecrante. Dans l'espace de Fourier, cela s'ecrit 

e 2 e 2 
V(q) = — — V(q) = -a — . 

Dans ce cas, nous avons tenu compte approximativement du probleme a A-corps par la fonction 
dielectrique. Ainsi, l'interaction entre electrons peut devenir attractive pour certaines valeurs 
de q et ui, et donncr lieu a la supraconductivite meme en l'absence de phonons. 
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Nous verrons plus tard comment donner une formulation rigourcuse de Interpretation dielec- 
triquc du probleme a A^-corps, et surtout quelle est la nature de 1' approximation faite. 
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CHAPITRE 3 



Bases de la theorie du probleme 

a TV-corps 

3.1 Formalisme de la deuxieme quantification 

Le formalisme de la deuxieme quantification permet de decrire de fagon elegante et economiquc 
un systeme physique contenant un grand nombrc (evcntuellemcnt indcterminc) de particulcs. 
Nous supposons connu le systeme quantique forme d'une seule de ces particules, en d'autres 
termes nous supposons donnc: 

1) l'espace M{ des etats de la particulc; 

2) le produit scalaire {<p\ip) dans J?[; 

3) l'operateur unitaire U t — e~ int ' n decrivant revolution de la particulc; 

4) les observablcs P, L, . . . corrcspondant a la quantite de mouvement, au moment cinetique, 

La "seconde quantification" est un formalisme permettant de construire automatiquemcnt, a 
partir de ces donnees, les grandeurs correspondantes relatives au systeme compose d'un nombrc 
indetermine d'cxcmplaires de cette particule. Nous commencerons par le cas des bosons. 

Supposons d'abord que les particules sont discernables. L'espace des etats du systeme compose 
d'exactement n particules est donne par le produit tensoriel de n espaces 

jTi®" =ifi®4®-®4. (3.1) 

Ces etats s'obticnncnt par combinaisons lincaircs dc vcctcurs de la forme 

|<Pi,V2, ■■■,fn) fi eJf x . (3.2) 

Un tel vecteur represente l'etat du systeme ou la premiere particule est dans l'etat ipi, la 
deuxieme dans l'etat (p2, . . . , la n cmc dans l'etat ip n . Le produit scalaire dans M[® n est defini 
par linearite a partir de la formulc: 

(¥>1,¥>2, • • ■,<Pn\i>l,1p2, ...,i> n ) = (<fil (<^2 1 ^2> ' ' ' ((Pn\^n) ■ (3.3) 

A chaque base de J£f correspond une base dans M\^ n . En effet, si une famille de vecteurs 
orthonormes Ui engendre 1 'ensemble des vecteurs 

\u tl ,u i2 , . . . ,u in ) (3.4) 

forme une base orthonormale de J#[® n . 
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Si lc nombre de particules du systeme est indetermine, les etats s'obtiennent par superposition 
d'etats correspondant a chaque valeur possible de n. L'espace des etats est la somme directe de 
tous les J^ 0n - 

OO 

JT = Y^M\® n - (3.5) 

L'espace -J? est defini par ses sous-espaces orthogonaux J%{® n . En d'autres termes, si nous 
notons \<p( n >) un vecteur quelconque de J#[® n , un vecteur de Jfi? est defini par une serie 

+ + + + (3.6) 

et le produit scalaire de ce vecteur par un autre, \if)^) + \tp^) + . . . + \ij^ n ">) + . . ., est donnc 
par la somme 

oo 

E^l^' ) (3.7) 

n=0 

ou les (ip( n *> \ip( n ">) sont calcules par la formule (3.3). 

Dans la notation de la formule (3.4), la famine des vecteurs de la forme 

|0), \u n ), \u h ,u j2 ), \u h ,u h , . . .,Ui n ), . . . (3.8) 

est une base orthonormale de Jif. Pour definir un operateur dans Jtf, il suffit de lc dcfinir pour 
unc famillc dc vecteurs qui, par combinaisons lineaires, cngendrent tout Jif, par exemple une 
base. 

On sait que les particules identiqucs sont indisccrnablcs ct que le vecteur d'etat d'une assemblce 
de particules identiques est soit totalement symetrique (bosons) soit totalement antisymctriquc 
(fcrmions). Commengons par le cas des bosons. 



3.1.1 Bosons 

Introduisons un operateur de symetrisation S defini par 



ou les (fi sont choisis parmi les Uk de la base (3.4) et ou la somme se fait sur les N\ permutations 
des (fi t , . . . , ifi N . (L'action de S sur un vecteur quelconque est precisee en definissant l'operateur 
S comme operateur lineaire.) Nk est lc nombre de fois que la fonction Uk apparait parmi les fi, 
i.e. le nombre de particules dans l'etat Uk- 

L'espace vectoriel SJ$? est un sous-espace de Jff: l'espace de Fock. Les vecteurs (3.9) forment 
une base de cet espace. On peut les caracteriser par la suite des nombres Nk et ecrire 

|0) =<%i,^ 2 , ...,(Pn) = \N u N 2 ,...,Ni). (3.10) 

II est clair que cette serie de variables caracterise entierement \(j>). 
Nous definissons maintenant un operateur a\ dans SM 1 par 

a\\4>) = sfW+i^) (3.11) 

ou = \N\, ...,Ni + 1, ...,Ni). aj cree une particule dans l'etat m. De meme, nous 

definissons 

a^) = y/Ni\</>") (3.12) 
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oil \<j>") = \N, 



,Ni-l, 



, Ni). On peut montrcr facilement a partir de ces definitions que 



a\ et a i sont les adjoints l'un de l'autre. On peut aussi verifier directement les relations 



(3.13) 



en montrant qu'elles sont valables si on en prend les elements de matrice entre tous les etats 
\4>) possibles. On voit aussi directement a partir des definitions que 



a\ a i\ 



Nil 



et 



(3.14) 



ce qui demontre d'ailleurs les relations de commutation (3.13) pour i — j. Nous introduisons 
par consequent l'operateur 

' ~^ (3.15) 



qui est interprets comme l'operateur du nombre de particules. L'operateur du nombre total de 
particules est alors 

i % 

Les operateurs a i et a\ sont parfaitement bien definis si la fonction Ui{x) correspondante est 
normalisable et suffisamment reguliere. On peut cependant etendre la definition a des cas plus 
generaux, mais nous ne traiterons pas de cette extension ici. Par exemple, l'indice i sera parfois 
sans autre considere comme indicc continu. On rcmplacera alors la somme par une integrale et 
lc symbolc de Kronecker par une fonction 5. 

Par exemple, nous scrons amcncs a utiliscr les fonctions de base (x'\ui) = S(r — r'), c'est-a-dire 
que \ui) est l'etat d'une particule se trouvant au point r. Dans ce cas, on ecrit habituellcmcnt 



a\ -> ip f (r), ai ->ilj(r), 
ip\r)ip{r) = p(r), Af = J dr t/fi (r)ip(r), 
[^{r),ip(r')] = Sir-r 1 ), etc. 

oil p(r) est le nombre de particules au point r. 

Si Ton veut passer d'une base a\ a une base b\ telle que 

6j = EM. 



(3.17) 
(3.18) 



(3.19) 



il est facile de voir que les relations de commutation sont preservees si et seulement si U est 



unitaire. Multipliant alors (3.19) par |0) (le vide), nous obtenons b^\0) 



d'oii Uji = (ui\vj) et done 



(3.20) 



En particuler, si bj = ip^r), alors aj = J dr (r\ui)ip^ (r). Mais (r\ui) est la fonction d'onde de 
Ui. done 



a\ = I dr m(r)ip^(r). 



(3.21) 



De meme, a i = J dr u* (r)ip (r) et 



(3.22) 
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Par exemple nous pouvons choisir les fonctions d'onde Uk = e lk r ou 

k = 2Tr(n 1 ,n 2 ,n 3 ), rii 6 N. (3.23) 

Les Uk sont les fonctions propres a une particulc libre dans un volume cubique de grandeur 
unite avec des conditions aux limites periodiques. (Ces conditions aux limites sont dermics en 
s'imaginant que des volumes cubiques unites se juxtaposent jusqu'a l'infini et que les fonctions 
d'onde sont periodiques selon cette structure. Nous avons bien e lk -( r + L ) = e lk r si L — (1,0,0) 
par exemple.) Nous avons alors 

4 = Jdr e ,;fc 'V (r), a k = J dr e~*Xr). (3.24) 

Desormais nous reserverons l'indice k pour cette base particuliere d'un systeme particulier. S'il 
s'agit de particules avec spin, nous ecrivons ar ka .. 

Les operateurs du systeme de particules s'ecrivent tres simplement a l'aide des operateurs dcfinis 
en (3.11) et (3.12). On distingue les operateurs a une, deux, . . . , n particules. 



3.1.2 Operateurs a une particule 

Dans la formulation ordinaire de la mecanique quantique, ils sont de la forme 



(3.25) 



ou £i represente toutes les variables dynamiques de la particule i et la somme est faite sur toutes 
les particules. En dcuxicmc quantification, 0\ s'ecrit: 



1 = J2Wi\0 {1) \u j )a\a j 



(3.26) 



La somme se fait maintenant sur les etats, de sorte qu'en (3.26) il n'est pas necessaire de 
specifier le nombre de particules. Pour demontrer l'equivalence des formules (3.25) et (3.26) il 
faut demontrer que tous les elements de matrice dans l'espace de Fock sont identiques. 

Dans les cas que nous rencontrerons, 

( Ul \0 {1) \u 3 ) =J2 ! druJ(r,a)0 (1 )(r,p ) ff)u i (r,*) (3.27) 

s J 

ou s est la coordonnee de spin, p est l'operateur impulsion et er l'operateur de spin. 

Energie cinetique. — L'energie cinetique d'une particule de masse m s'ecrit C(i)(Ci) = Pi /2m 
de sorte que l'energie cinetique de N particules identiques est 



H 



Dans la base a k definie en (3.24): 



N 2 i 



2m 2m 

i=\ ij 



(3.28) 



h 2 k 2 

2m 



(3.29) 
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En effet. nous avons 



(u k >\p 2 \u k ) = J dre- lk ' r {-ihV r ) 2 e lk r = -h 2 (ik) 2 5 kk , = h 2 k 2 S kk ,. 

Quantite de mouvement. — Pour la quantite de mouvement, nous avons C(i)(£i) = Pi et la 
quantite de mouvement tot ale est done 

P = ^2{u i \p\u j )ala j = ^2 l hka\.a k . (3.30) 

ij k 

Courant. — Le courant de particules est J = Ylij( u i\j\ u j) a i a j avec 

(Uiljluj) = ^Jdr [ Uj (r)Vu*(r) - u*(r)Vu 3 (r)] , (3.31) 

d'ou 



Nous pouvons done interpreter 



■7'( r ) = ^ E b 3 {r)Vu*{r) - <(r)Vn i (r)] a\a 3 (3.33) 

ij 

comme la densite de courant. 

Densite de particules. — Nous avons vu en (3.17) que p(r) = ^(r)ip(r). De (3.22) nous 
trouvons 

p{r) =Y,<(r)u j {r)a\a j . (3.34) 

ij 

Dcfinissons 

p(q) = J dre-^ r p(r) = E (/ dr e'^u*(r)u^ a\a r (3.35) 
Pour la base (3.24), il vient 

k 

3.1.3 Operateurs a deux particules 

Dans la formulation ordinaire, il s'ecrivent 

02=X> (2 )te,£i) (3.37) 

ou la somme se fait sur toutes les paires de particules. En deuxieme quantification, on ecrit 



2 = ^ ("iWj|C(2)|u m u„)aJa]a„a„ 

ijmn 



(3.38) 



(Noter l'inversion des indices n et m.) La formule correspondant a (3.27) est alors 



(3.39) 
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Considerons par exemple l'interaction de Coulomb pour des electrons avec spin: 

1^2 i i N 

avec V(r) = e 2 / (Aweor) . Dans la representation en ondes planes, l'elcmcnt de matrice a calculcr 
est 

ss' 

= <Wi<W^ [ dr"V{\r"\)e- t{k2 - k '^ r " [ dre t{kl - k '^ +k2 - k '^ r 



V(\k 2 -k' 2 \) s k 1 +k 2 ,h' 1 + k' 2 

avec V(q) = e 2 /(eoq 2 ) la transformed de Fourier de V(r). L'expression de Ticb en deuxieme 
quantification est done: 

n Cb = \ ^i^^2^4 1 +fe2,fei+fc^(|fc2-fc^|)a^ CT ,a^ CT ,a fe2(T2 a fci(Ti 

fcl(Tifc 2 0"2 

= \ Yl V ^ a k 1+q ,a 1 a k 2 - q ,<r 2 a k 2 a 2 a kl a 1 - (3.40) 

k%k 2 q 

(7\a 2 

On peut egalement montrer pour les cas simples Om — p 2 /2m et C( 2 ) = V( r i — r j) que 

N 2 1 N ( 2 1 ( 

+ oJ2 V ( r *~ r ^ = / dr ^( r )^-^( r ) + o / drdr'^{r)^{r')V{r - r')ip(r)ip(r'). 

2=1 i^j 

. (3 - 41) 

Cette formule explique historiqucmcnt l'expression folkloriquc "deuxieme quantification' : il 
semble en effet que nous calculons des elements de matrice en transformant les fonctions d'onde 
en operateurs. 

La formule (3.38) se prouve comme (3.26) en montrant que les elements de matrice de (3.37) 
et (3.38) sont identiques pour tous les etats de l'espace de Fock. Ces calculs sont simples mais 
ennuyeux et ne seront pas reproduits ici. 



3.1.4 Fermions 



Pour les particulcs obcissant au principe d'cxclusion de Pauli, les fonctions d'onde sont to- 
talcmcnt antisymctriques. Nous definissons par consequent un operateur d'antisymctrisation 



A\(pi,(f 2 , ...,<Pn) 



oii ( — l)' p est la signature de la permutation. La fonction d'onde (x\, 
est le determinant 

<Pi(xi) f2(x\) ■■■ ¥n{xi) 
yi(ara) ^2(^2) ■•• <Pn{%i) 



1 



ipi(x N ) (f 2 (x N ) 



<Pn(%n) 



(3.42) 
(3.43) 
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De nouveau, nous pouvons definir un espace de Fock. Mais puisqu'un determinant est nul lorsque 
deux colonnes sont identiques, les seuls etats possibles sont \4>) = \N\, . . . ,iVj, . . .) avec Ni — 
ou Ni = 1 pour tous les i. C'est le principe d'exclusion. Le signe de \<j>) n'est pas determine de 
facon univoque. II faut en principe se fixer une regie en ordonnant les Uj. La convention adoptee 
peut etre quelconquc ct la coherence des calculs est automatiquement assuree par les relations 
suivantes: 

oto^) = NM) et 0,0^) = (1-Ni)\cf>), (3.44) 
au lieu de (3.14). Nous introduisons a nouveau l'operateur nombre de particules 

n i = a\ ai . (3.45) 

Les relations (3.13) sont remplacees par 



a l ,a j }+ = 0, [at, a\]+ = 0, [a i( at] + = 4,1 



(3.46) 



avec [A,B] + = AB + BA. Toutes les autres formules, en particuler (3.21), (3.22), (3.24), (3.26) 
et (3.38) restent valables (attention a l'ordre des operateurs). 



3.2 Methode de la fonction de Green 

Dans le Chapitre 2, nous avons vu [eq. (2.23)] que la susceptibilite s'exprime a l'aide du com- 
mutateur retarde (([Ai(r, t),Aj(r', t')]))6(t — t'). Ce commutateur retarde mesure la correlation 
entre Ai(r,t) et Aj(r',t'). Nous parlons de commutateur retarde, car la fonction de Heaviside 
assure que Feffet At au temps t ne depend de la cause Aj qu'a des temps t' anterieurs a t. 

La fonction de Green a 1-particule est definie de fagon analogue par: 1 



G(r,a,t; r',a',t' 



-((T{Vv(r%t)e(rV)}>> 



ou T est V operateur d'ordre chronologique, c'est-a-dire: 

A(t)B(t>) 



si * > t' 



T{A{t)B{t')} = 



TB(t')A(t) si t s$ t'; 



(3.47) 



(3.48) 



le signe — (+) s'applique lorsque les operateurs A et B sont des operateurs fermioniques (bo- 
soniques). Dans un systeme invariant par translation dans l'espace et dans le temps et non 
magnetique (les spins "f et J. se comportent de facon independante) , il suffit de considerer la 
fonction de Green 

G < ,(r,t)=-l«r{^(r ) t)4(0,0)})). 

La plupart du temps, nous travaillerons dans l'espace reciproque avec la fonction de Green 
transformee: 



Gkaif) 



-{{T{a krT {t)aUu)}))- 



(3.49) 



A temperature nulle, la moyenne thermique [eq. (1.3)] se reduit a la moyenne quantique dans 
1'etat fondamental [eq. (1.2)]. Done, nous avons pour la fonction de Green a T = 0: 



G k At) = -^o\T{a ka (t)al a }\i> ) 



(3.50) 



1. Cette fonction est discontinue pour t = t' [voir par exemple eq. (3.52)]. 
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oii \ipo) est l'etat fondanicntal normalise du systemic. L'operateur a ka (t) est donne dans la 
representation de Heisenberg par a ka (t) — e %ut l h a kcl e~ % ' Ht l h , de sorte que nous avons a tempe- 
rature nulle: 

G ka {t) = -UMTW mlh a kc e- iHt l h ai a }\^). 



3.2.1 Fonction de Green des electrons libres 



Considerons le cas le plus simple, celui des electrons libres. Nous avons pour PHamiltonien TL: 

fciCTi 

ou Sk = selon (3.29). Dans la representation de Heisenberg, nous obtenons d'apres (2.10): 

ihj t a ka {t) = [a k<T (t),H ] = j m ' n [a k Me- mt / n . 

Pour evaluer le commutateur, nous devons calculer [a ka , 4 lffl a fc lff J' En utilisant les regies 
d'anticommutation des a et cv , nous trouvons successivement 

a k<7 a k 1 a l a k l < ri = (S kkl S aai - aJ kiai a ka .)a kl(Tl 



kk 1 Oaa 1 U> kllJl -f 0fc 1<71 a fe lCTl a ka 



i a k<n a hi<T 1 a k 1 <Ti\ = Skk^ao^k^t 

["toO^o] = ^2 £ kiSkk 1 5aa i a kirTl (t) = e k a k(T {t). (3.51) 



felCTl 

Nous avons alors pour l'operateur a ka {t): 



j t a ka (t) = - l ~fa ka (t) => a ka {t) = e-^ t ' h a ka 
Ainsi, a temperature nulle, nous avons a partir de (3.50): 

ie-^^oKAjiPo) si i > 



GUt) 



ie-^i^al^M sii^O, 



(i>o\a ka a k J^o)0{t) - (^o\ai a a ka \i; )9(-t) 

ou nous avons explicite la dependance en temps introduite par l'operateur T. L'operateur a ka a ka 
correspond selon la formule (3.45) a l'operateur n k a qui donne lc nombre de particules dans 
l'etat (fc,cr), et les regies d'anticommutation impliquent a, kcr a k = 1 — n ka - Pour des electrons 
(fermions) libres, la valeur moyenne de riko dans l'etat fondamental vaut (V , o| n fc<x|V'o) = fk, ou 
fk est la fonction de Fermi, i.e. fk = 1 pour k $J k-p et fk — pour k > fcp, et nous trouvons le 
resultat 

GL(t) = - l -e~ iektl% [C 1 ~ h)Q{t) - m-t)\ . (3.52) 

On peut remarquer que G ka (0 + ) — G ka (Q~) = —i/H — ce qui signifie que la fonction G ka est 
discontinue en t — — et qu'elle oscille avec une pulsation ujk — 



-ieut/h 
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Par un calcul suivant la methode des residus analogue a celui de la page 23, nous obtenons la 
transformee de Fourier de G: 



(3.53) 



ou 5 = + , 5k = 0~ si k < kp et S k = + si k > fcp. Par rapport au resultat de la page 23, il y 
a une petite difference avec le facteur e lLoS . Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguite ce facteur n'est pas 
note. II est important uniqucmcnt pour preciser la valeur de G°(t) pour t — (voir eq. 3.48). 



3.2.2 Representation spectrale (ou de Lehman) de la fonction de 
Green 

Introduisons les etats propres \m) et \m') de l'Hamiltonien TL dans un systeme rcspcctivcmcnt 
de N + 1 et N - 1 particules. Nous avons done H\m) = E% +1 \m) et H\m') = E^T^m 1 ), ou 
E% +1 et E^r 1 sont les energies d'etats k N + I et N — 1 particules. Dans l'etat fondamental 
aiV+1, N et N — 1 particules, l'energie est Eq , Eq et Eq -1 . En utilisant les relations de 
fermeturc qui reviennent a ^2 m \m)(m\ = X) m ' |^')( TO 'I = nous pouvons reecrire la fonction 
de Green a temperature nulle (nous negligeons de noter le spin dans ce paragraphc): 



G k (t) 



iY,(^\e mt/h a k e- m ^ h \ m )(m\a{\^) t > 

m 

^^ol4|m')(m'|e iWt / ft a fe e-^|Vo) t < 0. 



Nous avons les relations (i/j \e mt / H = e iE o*l n ^) Q \, e~ mt l h \m) = e - tE " +lt / h \m} et (m'\e iHt / n = 
e iE ^ h (m'l et done 



G k (t) 



-ij2\(M\^ iiK - K )t/H 

i n 



Lorsque N est tres grand, nous pouvons considerer que les potentiels chimiques des systemes a 
N et N — 1 particules sont egaux, et done 

r N+l p iV _ p iV piV-l _ ^E 

Eq - E ~ E - E q ~ — - fl. 

De plus, nous introduisons les energies d'excitation des systemes kN+letN— 1 particules, 

_ ^0 — £ m > U 

pJV-1 77JV-I . . _JV-1 



ou le signe — dans la deuxieme definition est ajoute par convenance (on a done s^T 1 < par 
definition). Ainsi, les exposants peuvent etre rearranges: 

^0 - ~ ^0 ~ ^0 + ^0 ~ An ~ ~M ~ E m 

et nous obtenons 

-tElH«il^o)| 2 e-^ +1+ ^ *>0 

G fc (t) = { (3.54) 
iJ2\( m >k\M 2 e- i{ < 7l+, " )t/H *<0. 
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Nous definissons la densite spectrale A(k, e) par la relation: 

A(k,e) = p+(k,e)+ p-(k,e) 

P +(k,e) = J2\( m \ a i\^)?S(s-eZ +1 ) 

tn 

p-(k,e) = J2\( m '\ a ^)\ 2 S(e-eZ7 1 ). 



(3.55) 



p + (k,e) est identiquement nul pour e < 0, car e^ +1 > 0, alors que p~(k,e) est nul pour e > 0, 
car e^r 1 < 0. Une partie de la densite spectrale decrit done les energies positives et l'autre les 
energies negatives. Nous pouvons egalement dire que le premier terme contient l'information a 
propos des processus conduisant a l'ajout d'un electron alors que le second terme est relie aux 
processus d'injection d'un trou. 

La fonction A(k,e) possede deux proprietes importantes. De la definition, nous voyons que la 
densite spectrale est une grandeur reelle: 

A(k,e) = A*(k,e); 

d'autre part, elle satisfait la regie de somme: 

/oo 
A(k,e)de=l. (3.56) 
-OO 

Nous pouvons verifier cela en utilisant la relation d'anti-commutation (3.46): 

/oo 
A(k,e)de = £|<m|a t JV>o)| 2 + £|<mXh/<o>| 2 
-°° m m' 

m m' 

= (^o\a k al + ala k \ip ) = (ipo\ipo) = 1- 

Nous voulons maintcnant exprimer la fonction de Green a 1-particule au moyen de la densite 
spectrale. En combinant (3.55) et (3.54), nous avons 

• poo ■ poo 

G k {t) = -- / dep+(k 1 e)e~ l(£+ ^ t/R 9(t) + - / de p"(fe, e )e~ <(£+/l)t/n #(-*)■ 



Avec les relations (6 = + ) 

r°° l 

-i / e txt 9(t) dt= 

J-oo X + 



iS 



et 



-t) dt = 



I 



x — iS 



qui se demontrent aisement par la methode des residus (c.f. page 23), nous obtenons pour la 
transformee de Fourier de G: 



G k {u) 



00 p+(k,e)de 
fko — p — e + iS 

p+(k,e)de 



p (k,e)de 
hiu — p — e — iS 

p~(k, e) de 



hid — p — e + iSsign(e) J-oo fiuj — p — e + zfeign(e) 



Sect. 3.2 



Methode de la fonction de Green 



43 



ou la deuxieme ligne resulte des proprietes p + (k,e < 0) = p (k,e > 0) = 0. Nous avons done 
finalement, en ajoutant le facteur e lLoS comme dans l'equation (3.53): 



G fc (w) 



A(k,s)e iujS de 
hu — fj, — e + i<5sign(e) 



(3.57) 



Nous voyons que G k (ui) donne par (3.57) pour un systeme d'electrons en interaction est la 
somme ponderee par A(k,e) de la fonction Green du systeme sans interaction donnee par la 
formule (3.53). 

Relation entre ImGfc(e) et A(k,e) 

En utilisant la relation (2.3G), nous pouvons ecrire (3.57) sous la forme: 

A(k,e')de' 

G k (e)=f - nrA(k,s- /x)sign(e - n). 

Ainsi, nous obtenons une relation directe entre A(k,e) et Gfc(e), ImGt(e) = — 7rsign(e — 
fj,)A(k, e — fi) ou encore 

' Im G k(e + fj) = -nsign(e)A(k,e). I (3.58) 



Si nous pouvons mesurer l'une de ces grandeurs, il est done possible de deduire l'autre. 



Fonction spectrale des electrons libres 

Pour des electrons libres, les etats a N + 1 particules sont \m) = aUipo) avec q > hp et done 



E N+1 



£q, £ 



N+l _ p 



N 



N+l 



sont | to') = a q \if>a) avec q < et E m , 
avons done 



N-l 



E, 



N 



e q — [i. De meme, les etats a N — 1 particules 



.JV-l 



E, 



N 



E^- 1 = p-Sq. Nous 



P + (k,e) = ^2 \(i(jo\a q a{\ifjo)\ 2 S(e- (e q - p)) 

q>k F 

k < k F 

\l-f k \ 2 6(e~(e k -p)) k>k F 

(l-f k )S(e-(e k -p)) 



p (k,s) 



K^oK a fcl^o)| 2 <5(e- (e q -(!>)) 

q<k F 

\fk\ 2 S(e- (e k -p)) k<k F 
k > k F 

f k S(e - (e k - p)) 



et la densite spectrale est done 



A°(k,e) = S(e-(e k -p J )). 



(3.59) 



En effet, en introduisant (3.59) dans (3.57), nous trouvons e lulS / [e — e k + i5sign(e k — p)] pour 
la fonction de Green, en accord avec (3.53). Pour les electrons libres, la densite spectrale (3.59) 
satisfait trivialement la regie de somme. 
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3.2.3 Interpretation physique de la fonction de Green 
Electrons libres 

Dans un gaz d'electrons libres, l'etat fondamental |^o) se construit en occupant tous les etats 
dans la sphere de Fermi. Un etat excite a N + 1 particules aura la forme dj.Ji/'o) avec k > 
comme illustre ci-dessous. 

/ \ ^ ^ a 

Fig. 3.1 - L'etat fondamental a N et un etat excite a N + 1 particules pour des electrons libres. 

Definissons la grandeur G par: 

Gka(t > 0) oc G 



\Mt)) 

oil U est l'operateur d'evolution. |</?i(i)) est l'etat a N + 1 particules obtenu en injectant dans 
le systeme a N particules un electron supplementaire (fee) au temps t — 0, puis en faisant 
evoluer l'ensemble de a t. \ip2it)) est l'etat a N + 1 particules obtenu en faisant evoluer l'etat 
fondamental a N particules de a t, puis en ajoutant au temps t l'electron supplementaire 
(ka). Le produit scalaire (ip2(t)\(fi(t)) mesure le recouvrement de ces deux etats — ou encore 
l'amplitude de probabilite que ces deux etats coincident — et depend du "temps de vie" de 
l'electron injecte. Pour le cas des electrons libres, ((p2(i)\tpi(t)) = e ~ t£ht / h et | {^2 (*) 1 Vi (*)) I = 1; 
ce qui signifie que l'electron injecte a un temps de vie infini. En effet, un electron libre au-dehors 
de la sphere de Fermi ne peut pas perdre son energie puisqu'il n'interagit pas avec les autres 
electrons. On dit alors que cet electron constitue une excitation du systeme. Dans la fonction 
de Green (3.53), ceci se traduit par l'existence d'un pole a l'energie de l'excitation ftw = et 
une partie imaginaire egale a —ir5(hu> — 

Electrons en interaction 

Lorsque les electrons interagissent , l'electron excedentaire peut distribuer son energie Ek et 
son impulsion hk sur l'ensemble du systeme clcctroniquc, par exemple en excitant des paires 
electron-trou comme dans la figure 3.2, et done l'etat intial a ka \ipo) disparait au cours du temps 
par diffusions multiples. 

Dans ce cas, nous pouvons supposer en premiere approximation le comportcment suivant au 
cours du temps: 

{(f>2(t)\<pi(t)) = e - iEfet /fc-r fe t = e-ite-ttW* 
e'est-a-dire que l'excitation disparait apres un temps de vie caracteristique 




= z- mt/h *L\^)=m^)*iM 



t = i/r fc . 
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Fig. 3.2 - Transfcrt d'impulsion par la creation d'une paire electron-trou. 



Ainsi, les poles dc la fonction de Green seront deplaces dans le plan complexe aux points 

hcu = E k — ifo^k'- 

hu> — £fc + inl k 

et la partie imaginaire de G ktT (uj) n'est plus une fonction delta, mais un Lorentzienne 

-HT k 



ImG ka (u>) 



centree en e k et de largeur cx T k = 1/r. Ainsi, une mesure de ImGfc ff (w) (ou de la densite 
spectrale, voir eq. (3.58)) permet de connaitre l'energie et le temps de vie des excitations. 

De fagon plus generale, nous verrons que la fonction de Green peut toujours s'ecrire 

G kr7 (") = z 1 w . v (3.60) 

nuj — e k — S(fe, (jj) 

ou S(fe, w) est une grandeur complexe appelec energie propre (self-energy), dont la partie ima- 
ginaire donne le temps de vie dans notre exemple. Si l'equation hw — e k — Re S(fe, w) = 0a une 
seule solution et si ImS(fc, u) est petit dans un sens qu'il faudra preciser, les excitations a une 
particule sont des excitations elementaires du systeme. 



3.2.4 Fonction de Green et effet tunnel 

Nous avons vu que la fonction de Green decrit les processus au cours desquels un electron 
est ajoute ou extrait d'un systeme. Par consequent, une experience dans laquelle nous faisons 
passer des electrons d'un systeme a un autre par effet tunnel peut etre utilisee pour mesurer cette 
fonction. Considerons une jonction mctal-isolant-mctal telle que schematiscc sur la figure 3.3. 




Fig. 3.3 - Jonction metal-isolant-metal. 



Lorsqu'on applique une difference de potentiel V, les potentiels chimiques des deux metaux 
sont deplaces l'un par rapport a l'autre. Dans le cas de la figure 3.3(b), V > (eV < 0, nous 
adoptons ici la convention e < 0), les electrons du metal de gauche qui sont pres du niveau de 
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Fermi auront tendance a traverser l'isolant par effet tunnel pour aller dans le metal de droite 
qui presente des etats libres avec une energie equivalente. Nous allons done observer un courant 
electrique de gauche a droite. 

On peut decrire ce transfert d'electrons par l'Hamiltonien H = Hq + Hq + H', ou Hq et Tig 
sont les Hamiltoniens des metaux de gauche et de droite et TL' est V Hamiltonien de tunnel: 

kq 

Ici, g k detruit un electron a gauche, d q cree un electron a droite et Tk q est l'element de matrice 
qui traduit le couplage (ou le recouvrement) entre l'etat k de gauche et l'etat q de droite. Tk q 
depend done fortcmcnt de la distance qui separe les deux metaux. 

En adoptant l'Hamiltonien TL, on suppose que les deux metaux peuvent etre considered comme 
invariants par translation et on neglige done les effets de surface qui apparaissent a la jonction. 
L'Hamiltonien de tunnel contient deux termes, correspondant au passage des electrons de gauche 
a droite et de droite a gauche, dont l'importance relative depend du potentiel V applique. A 
temperature nulle, un scul tcrme contribue au courant de tunnel (le premier tcrme si V > et 
le second si V < 0). A temperature finie, par contre, les deux termes donnent une contribution; 
en effet, dans le cas de la figure 3.3(b), il est possible qu'un electron excite thermiquement passe 
de droite a gauche. 

La densite de courant est proportionnellc a la probabilite de transition qui est donnee, au 
premier ordre en H' , par la regie d'or de Fermi: 

J<xW fi = Y y E\{WM\ 2 t(Ef-Ei)- 
S 

Nous avons pour l'etat initial: 

&i — &o + ^0 

en utilisant les memes notations qu'a la page 41. Nous considerons uniquement le transfert de 
gauche a droite qui est le seul possible a T = lorsque V > 0. Dans ce cas, l'etat final est 
constitue d'un etat excite k N — 1 particles a gauche et d'un etat excite a N + 1 particles a 
droite: 

I/) = IV4'®V4>HV6>l^m> = K>H 

E/ = Eff^+E^+^E^-'-s^ + E^ + e^ 
avec e s m , < et £^ d+1 > comme precedemment. Par consequent, 

Ef - Ei - E - b Q + h - h + e rn - e m , 

- -II +11 , +F d ^d+l _ f s,n s -i _ y, d,N d +l _ e,N s -i 

— /JgT(*dTt m t m , — ev -f t m t m , 

ou nous avons utilise le fait que fid — fi s + eV. Ainsi, nous avons pour le taux de transition 
gauche-droite d'apres la regie d'or de Fermi: 



h 

kq 



<m|4|^)<m'| Sfc |^g) 



car seul le premier terme de TC contribue (le deuxieme terme de TC donne lieu aux elements de 
matrice (m|c? g |V , o)( m 'l5fcl 1 /'o) C H°^ sont nu l s )- La fonction delta peut etre exprimee de la maniere 
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_d,AT d +l _ g,-/Vg-l 



suivante, 

6(eV + e 

et nous trouvons done pour la probabilite de transition 
Wg_ d 



J — OO 



2tt 



J -°° kq Km' ) 

x|E|<m|4K d )| 2 «5( £ -eF- £ ^ +1 ) 

I m 

/oo 
- OO »„_ 



2tt ' x 
7T 



les grandeurs p - et p + etant definies comme dans l'eq. (3.55). Lorsque V est suffisamment 
petit, seuls les electrons proches de la surface de Fermi participent au courant tunnel et on 
peut supposer que l'element de matrice est constant: |Tfe q | 2 = |T| 2 . Sous cette hypothese, nous 
voyons que le courant de tunnel s'ecrit 

/oo />0 
de A/T (e) AT+ (e - eV) = / de J\f~ (e) N+ (e - eV) , 
-oo JeV 

ou nous avons introduit les densites d'etats de tunneling J\f^(e) — ^2 k p ± (k, e). Af + (e) est nul 
pour £ < et Af + (e)de donne le nombre d'excitations electroniques du systeme (ajout d'un 
electron) dans l'intervalle d'energie [e, e + de]; f\f~(s) de est nul pour e > et donne le nombre 
d'excitations d'energie negative (ajout d'un trou) entre e et e + de. Nous avons en outre 

e>0 : AT+ (e) = V 4(fc, £) = - - V Im G fc ( £ + /i) 

L — ' 7T — ' 

k k 

e<0 : M~(e) = VA(fe,e) = - VlmG fc (e + /i). 

k 71 k 

Un calcul tout-a-fait analogue pour le courant de droite a gauche donne 

/oo peV 
de 7V+(e) A/;- (e - eV) = / de Af+(e) (e - eV) , 
-oo JO 

qui n'est different de zero que si V < 0. Ainsi, le courant de tunnel permet d'obtenir une mesure 
de la fonction de Green. En particulier, si la densite d'etats de l'un des deux metaux ne depend 
pas de e, Aj~(e) = A/"/ (e) = A/d(0), nous avons que le courant total est 



J = Jg^d - Jd^ s 7Vd(0) 



eV 



eV 



deM~{e)- / deAf+(e) 



et sa derivee par rapport a la tension est directement proportionnelle a la densite d'etats totale: 

dJ 



dV 



cx -7Vd(0) [M-{eV)+M+{eV)\ 



A T = (le cas considere ici), un seul des deux termes de cette equation contribuc. 
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3.3 Calcul de la fonction de Green. Methode de l'equation 
de mouvement 

3.3.1 Approche generale 

La methode de l'equation de mouvement consiste a etablir une equation differentielle pour la 
fonction de Green. Nous verrons que cette procedure donne lieu a une chaine d'equations qui 
relient successivement la fonction de Green (ou propagateur) a 1-particule a un propagateur 
a 2-particules, lui-meme dependant d'un propagateur a 3-particules, etc. La strategie generale 
consiste done a approximer les propagateurs a plusieurs particules de manicrc a obtcnir une 
equation close pour la fonction de Green a une particule. 

Nous considerons la fonction de Green a temperature nulle donnee par la formule (3.50): 

= (Ma k At)aL(0)\^o)9(t) - (Vo|oL(0)o fc<r (t)|^)fl(-t). 
Ainsi, nous avons pour la derivee tcmporclle de G: 

iKjG ka (t) = <5(i)(<V'o|a fcCT (<) a L(0)l^o) + ^o|aL(0)« fc .WI^o)) 

+ ^o\T{j t a kr7 (t)al(0)}\^ ), 

ou nous avons utilise le fait que d6(t)/dt = 5(t) et d9(—t)/dt — —6(t). A cause de la fonction 
S, nous pouvons poser t — dans le premier terme de droite. Avec les relations d'anticom- 
mutation (3.46) nous voyons que ce premier terme devient simplement 5(t). D'autre part, en 
representation de Heisenberg, nous avons d'apres l'eq. (2.10) que ^a klJ (t) — — j: [a ka . (t) , TC] . 
Nous obtenons done 

ihjG ka {t) = 5{t) - ^o\T{[a k At),n]a{ a (0)}\^o}- (3.61) 

Pour aller plus loin, nous devons specifier H. Nous allons considerer un gaz d 'electrons soumis 
a l'interaction de Coulomb, dont l'Hamiltonien est d'apres (3.40): 

H = Ho+H ch = £ k 1 a{ iai a k 1 a 1 + \ Yl V ^) a ii+ q ,a 1 a l 2 - q ,a 2 a k 2 a 2 a kiav (3.62) 

o\a 2 

avec Ho l'energie cinetique et Hcb l'energie coulombiennc. V(q) — e 2 /e q 2 est la transformed 
de Fourier du potentiel coulombien V(r) = e 2 /Aire^r. 

Nous avons deja calcule [a kcr (t),Ho] (eq. (3.51)). Nous voulons d'abord verifier que l'eq. (3.61) 
permet de retrouver l'eq. (3.53) lorsque H = Ho- Dans ce cas, nous avons: 

ihjGtAt) = 6(t) - l -(MT{e k a ka (t)a{ a (0)}\%) 
= S(t) + e k G° ka (t). 
La transformee de Fourier de cette relation donne 

ift(-iw)G2» = 1 + tkGlM => GLM = r-^—. 

hLu - e k 

Par rapport au resultat (3.53), il manque le terme ±i6 specifiant l'ordre des operateurs pour 
t < et t > au denominateur; il manque egalement le terme e lujS qui est important pour 
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t = 0. Ces corrections interviennent par l'imposition des bonnes conditions aux limites pour 
l'equation differentielle (3.G1). 

Calculons maintenant le commutateur [a ka , Hcb] ■ 



lj ka a \ 1 +qMi a \ 2 -q,<y2 a k2<J2 a ki<J 1 



(SkM+q <Wi - a k 1 +q,cr 1 a kcr) a k2-qM 2 a k2(72 a k 1 cr 1 

= Sk,ki+qS<y<yi a k2-q,<J2 a k2V2 a k 1 <j 1 

~ a ki+q,ai (fik,k 2 -<l &°°2 - a k2-qM2 a ka) a k 2 rT2 a k 1 a 1 

= SkM+q ^^^i a k2-q,<J2 a k2T2 a k 1 <7 1 

— 5k,k 2 -q < ^crcr2 a i 1 +q. C r 1 a fc 2 (T 2 a fe 1 (Ti 
Jra k 1 +q,<j 1 a k2-q,<T2 a k2<?2 a k 1 <7i a ka 

[ a kai a k 1 +q,a 1 a k2-q,cr2 a k2<72 a k 1 a 1 ] = ^k,k t +q <W a fc 2 -g, CT2 a k 2 a 2 a k 1 a 1 

— SkM-q < ^£r 2 a L 1 +g, (Tl a fc 2 £r 2 a k 1 t7 1 - 

Done nous avons pour [a ka .,Ti.cb]'- 

K CT ,^Cb] = \ V (<l) a k 2 -q,c7 2 a k 2 <7 2 a k-q,<T - \ Y V (^ a k 1 +q,a 1 a k+q^ a k 1 a 1 

k 2 qa 2 k\qa\ 

= \ V (^) a k l -q,a 1 a k 1 a 1 a k-q,a + \ Y V ^ a k +q,<r 1 a k+q,a 

hiqai kiqai 

= Y V ^) a l,+q,a 1 a k 1 a 1 a k + q^^ (3-63) 
k 1 qa 1 



ou nous avons change fc 2 <r 2 en k±a\ et commute les deux derniers operateurs dans la deuxieme 
ligne, et change —q en q pour obtenir la derniere ligne (en notant que V(—q) = V(q)). 

En introduisant cette expression ainsi que (3.51) dans (3.61), il vient 

d_ 
*~dt~ 



fciqo-l 



/-'0 



avec t + = t + + . Cette petite manipulation sous l'operateur T a pour but de faire apparaitre 
un propagateur a 2-particules dans l'equation. En effet, le propagateur a 2-particules est defini 
en espace reel par analogie avec l'eq. (3.47): 

G( 2 )(...)=^(<T{^ i (r 1 ,i 1 )^ 2 (r 2 ,t 2 )^(r 2 ,i 2 )^ ; W,i' 1 )})). 

Pour un systeme invariant par translation et non magnetique, est completement determine 
par les deux fonctions suivantes en espace reciproquc, 



G^ a (k u k 2 ,k; h,t 2 ,t 3 ) 



-((T{a kiai (h)a k _ kl(T2 (t 2 )a{_ k2ai (t^a^ (0)})) 



Ggl 2 {k u k 2 ,k; t u t 2 ,t 3 ) = ^(T{a fel<71 (ti)a fe _ felCT3 (t 2 )4_ fe2CT2 (f 3 )a^ CTi (0)})), 

qui conservent l'impulsion et le spin et ne different que par l'ordre des spins. Nous voyons 
que e'est la premiere de ces deux fonctions qui intervient dans l'equation du mouvement pour 
Gk a (t). Nous obtenons done finalement 



'iK^-ek)G ka {t)=S(t)- Y V(q)G^ a (k 1 ,k.k 1 + k + q;t,t,t+). 

V kiqa t 



(3.64) 
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Nous voyons ainsi que revolution temporelle de la fonction de Green a 1-particule depend d'une 
fonction de Green a 2-particules. En repetant le calcul qui mene a l'eq. (3.64), nous pourrions 
obtenir une equation du mouvement pour G' 2 ' , mais celle-ci ferait intervenir un propagateur 
a 3-particules G^ 3 \ et ainsi de suite. Done, le probleme est loin d'etre resolu. Toutefois, il est 
possible de donner une interpretation physique interessante a l'eq. (3.64). Par ailleurs, cette 
equation peut servir de base pour un traitement approximatif du probleme a iV-corps, commc 
nous le verrons dans le paragraphe suivant, qui consiste a exprimer la fonction G^ (qui est 
en fait une fonction de correlation) commc un produit dccorrclc dc deux fonctions de Green a 
1-particule de memc que l'approximation la plus simple pour la fonction de correlation des 
densites ((n(r)n(r'))) est le produit des densites ((n(r))) ((n(r'))) (cf. p. 9). 

Pour donner une interpretation physique a l'eq. (3.64), nous pouvons rcpeter le raisonncmcnt 
du paragraphe 3.2.3, et voir que decrit l'amplitude de probabilite qu'un electron injecte 
dans le systcmc modific son impulsion en creant une pairc electron-trou. En effet, on a 

Gi\l(t > 0) ex G 

\M*)) 

Nous voyons que \(pi(t)} decrit revolution temporelle d'un electron d'impulsion hk et de spin a 
qui a ete ajoute dans le systeme au temps t — 0. \(f2{t)) est un etat ou une paire electron-trou 
d'impulsion totale — hq et de spin o\ et un electron d'impulsion h(k + q) et de spin a sont crees 
au temps t. 




I ^(0 ) I <P 2 (f) > 



Fig. 3.4 - Processus de diffusion electronique avec creation d'une paire electron-trou. L'electron 
de vecteur d'onde k et spin a transmet une impulsion —hq a un electron de vecteur d'onde 
ki + q et de spin o\ dans la sphere de Fermi. Apres la diffusion, le premier electron a un vecteur 
d'onde k + q et le second un vecteur d'onde k%. 



= (tp 2 (t)\ Vl (t)) 

= U(t, 0)aL|Vo> 

= ^ a{ 1(Tl a kl+qtai U(t,0)\ip o ). 



3.3.2 Approximation Hartree-Fock 

Nous pouvons obtenir une premiere estimation pour la fonction de Green d'un gaz d'electrons 
en interaction grace a une approximation dont nous verrons au Chapitre 4 qu'il s'agit de l'ap- 
proximation Hartrcc-Fock. Celle-ci consiste a remplacer l'cxprcssion 

(MT{a{ 1+q ^ (t)a kiai (t)a k+q ^(t)a{ a (0)}\^o) 
qui intervient dans l'eq. (3.64) par 

(^|r{4 1 +,,o 1 (*)Ofc 1 <r 1 (*)}l^)<^0|r{o JN . gta (t)oi <r (0)}|V'0) 

, (3.65) 
-(^ |r{4 i+(j!CTi (t) afc+g ^(t)}|Vo)<^o|T{a fciai (i)aL(0)}|Vo>. 
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Dans cette expression, nous avons couple les operateurs de creation et d' annihilation par paires 
de toutes les manieres possibles. Le signe reflete le nombre de permutations necessaires pour 
amener les operateurs dans l'ordre souhaite. Dans le cas ci-dessus, les paires de la forme 
et aa s'annulent lorsque nous prenons leur valeur moyenne dans l'etat IV'o)- L'operation de 
l'equation (3.65) donne le resultat exact lorsque les operateurs a et diagonalisent TL, autre- 
ment dit lorsque TL — J^i Ei a l a i'-i ce n'est pas le cas ici puisque les a et diagonalisent TLq et 
non pas TL (voir eq. (3.62)). 

Dans les termes de la forme (ipo\T '{a\ 1+q <Jl (t)a kl(7l WIIV'o), l'operateur T est egal a l'identite 
et nous pouvons done reecrire (3.65) sous la forme 

(' t Po\ a k 1 +q,cr 1 a k 1 o- 1 

S v ^ V ' 

Sg, n h . ihG ktJ (t) 

t (3.66) 
- (M a k l+q , ai a k+ q ,Mo) (^o|T{a fcCT (t)aT CT (0)}|V'o) • 

V / V V ' 

En introduisant (3.66) dans (3.64) nous trouvons 

ih^j- - j G k(T (t) = S(t) - ^2 V{q) l -[8 qfl n kl ihG k a{t) - 8 klk 5 aia n k+q ihG k a{t)] 

feiqci 



= S(t) + 



felCTl 



G ka (t). 



Nous avons de plus a n kl — N, le nombre total d'electrons. Nous pouvons done definir la 
self-energie dans 1' approximation Hartree-Fock, 

S HF (fc) = NV(0) - ^(<fH+<7> ( 3 - 67 ) 



i?4-e fe -£ HF (fc) 
at 



et deduire la fonction de Green: 

1 G ka {t) = 5(t) 
[ih(—iu>) — £fc — £ HF (fc)] G ka (uj) = 1, 

GTAUJ) = hc-[e k + ^(k)] +l S k (3 ' 68) 

En relation avec la discussion qualitative du paragraphe 3.2.3, nous voyons que la self-energie 
est reelle dans l'approximation Hartree-Fock (e'est pour cette raison que le facteur iS k doit etre 
ajoute dans (3.68) comme dans (3.53)); le temps de vie des excitations est done infini dans 
ce cas, tout comme dans le cas des electrons libres. Toutefois l'energie de ces excitations est 
modifiee et devient e k + E HF (fe). Nous voyons egalement que la self-energie ne depend pas de 
uj dans l'approximation Hartree-Fock. 

Le premier terme de S HF est divergent. C'est l'energie de Hartree qui correspond a l'interaction 
classique d'un electron avec la charge moyenne de tous les autres (y compris la sienne). Dans la 
realite, le gaz d'electrons est neutralise par les ions et l'interaction de l'clcctron avec la charge 
ionique moyenne compense exactement le terme de Hartree. 2 Le deuxieme terme de E HF est 

2. L'Hamiltonien electron-ion est "Hzi— ion = Tl,kk'aa' (^ a \ ~ e ^ionl' s '' J '} a l - a fe' (T ' avec (ha\ — eV- loTL \k' a') = 
— e<5 CT(T / V; on (fc — fc'). Si nous supposons que les ions sont representes par une charge uniformement repartie, 
V\on( r ) = cs te et Vi on (fc — fc') = |j^f fc >| &kk' = NV J-°* > 8 hk i oil V(0) est deflni comme dans (3.67). Done, 

Woi-ion = — JVV(O) JZfco- a ka a ka e ^ [ a fe<r W ' ^61— ion] = — NV(0)a k(T (t) . Si nous introduisons cette contribution 
dans (3.61), nous voyons qu'elle compense le terme de Hartree dans S HF . 
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Y energie d'echange ou energie de Fock. C'est un terme purement quantique qui resulte du 
principe de Pauli (deux electrons de meme spin ne peuvent se trouver au meme point, ce qui 
contribue a diminuer leur energie coulombienne par rapport a celle de deux electrons de spins 
opposes). Le terme d'echange est negatif et abaisse l'energie totale du systeme par rapport a 
celle du gaz d'electrons libres. Nous etudierons plus en detail l'approximation Hartree-Fock au 
Chapitre 4. 

3.4 Calcul de la fonction de Green. Methode de pertur- 
bation 

Nous n'allons pas, dans ce cours, presenter une derivation dctaillcc de la methode de perturba- 
tion (voir les references donnees en fin de chapitre). L'essentiel de cette theorie est son resultat 
pratique: on peut calculcr en principe la fonction de Green a tous les ordres du potcnticl de Cou- 
lomb en representant la serie de perturbation par des diagrammes de Feynmann et en calculant 
chacun de ces diagrammes avec des regies simples et precises. 

Nous allons simplcmcnt csquisser les etapes principales de cette derivation, afin de rendrc intui- 
tivement comprehensible la representation en diagrammes de Feynmann. Ces etapes essentiellcs 
sont: 

1) L'operateur d'evolution peut s'ecrire comme une serie infinie d'integrales de produits 
d'operateurs d'interaction ordonnes selon le temps (formule 3.70). 

2) L'etat fondamcntal du systeme perturbe peut s'obtenir (en general) par enclenchcmcnt 
adiabatique de la perturbation depuis t = —oo (formule 3.72). 

3) II en resulte une formule de perturbation pour la fonction de Green G (formule 3.73). 

4) En analysant un exemple concret apparaissant dans cette serie de perturbation, on s'aper- 
coit qu'on est amene a evaluer des produits d'operateurs d 'annihilation et de creation 
qui doivent se combiner deux par deux de toutes les manieres possibles. Cette analyse 
combinatoire se fait commodement par une methode graphique. 

5) On voit ainsi intuitivement emerger une representation graphique de la serie de pertur- 
bation (diagrammes de Feynmann) qui peut exprimer des regies de calcul tres precises. 



3.4.1 Serie de perturbation pour l'operateur d'evolution 

Nous considerons un systeme decrit par l'Hamiltonien TL — Hq + TC ou Ho — J2ka £ k a \a a ka e ^ 
7i' regroupe toutes les interactions. Nous avons vu au Chapitre 2 que l'operateur d'evolution 
en representation d'interaction s'ecrit U(t,to) — Uo(t, to) W(t, to) et que U 1 obeit a l'equation 
de mouvcmcnt: 

^Z/(Mo) = -^Wi(WMo), U'{toM) = 1- 
En integrant cette relation de to a t, nous obtenons 

U'(t,t ) = l-- / dtxH'^U'itxM)- 

Afin d'exprimer lA'{t,to) comme une somme de puissances de l'interaction 7iJ(t), nous pouvons 
iterer l'equation ci-dessus en remplagant U'(tx,to) par 1 — | f t * dt2 ^1(^2) W{t<ii to), puis en 
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remplacant U'{t 2 ,t(j) de la meme maniere et ainsi de suite. Nous trouvons alors: 

h J to 

OO 

5> ( ' n) (Mo). (3.69) 



oo / _ ■ \ 11 ft ftn-1 

W'(i,to) - 1 + J t dtl "-J t dt n H[(t 1 )---n' 1 (t n ) 



Nous pouvons reecrire les termes WLn en etendant toutes les integrates jusqu'a t et en utilisant 
l'operateur d'ordre chronologique T. Regardons par exemple le terme n = 2: 



U{ 2) {tM) = (jf) J dt! J * dt 2 H{(h)H{(t 2 ) 

/ dti ( dt 2 n^t 1 )n' l {t 2 )e(t 1 -t2) 

Jta Jtn 



to J to 

2 ,t r t 



-*\ 2 1 '* 



/ dt 2 f dhH'^n'^eih-h) 

Jta Jt 



h J 2! 



o J to 

dhdt 2 T{H[{t 1 )'H' l {t 2 )}. 



to 



A la troisieme ligne, nous avons simplcment interverti les variables muettes t\ et t 2 et la derniere 
ligne est la moyenne des deux precedentes. Nous avons aussi utilise le fait que Ti.[{t) est bilineaire 
dans les operateurs de creation et annihilation fermioniques, ce qui implique que Taction de T sur 
des produits d'operateurs 7iJ(t) fait toujours intervenir des permutations de paires de fermions, 
et ne donne done pas de signe moins. Pour un terme general U', n ^(t, to), il existe nl manieres de 
permuter les variables muettes; nous trouvons done l'expression 

U' {n) (t,t ) = [jrj ~ { J t dt l ---dt n T{H' l {t l )---n' l {t n )}. (3.70) 

3.4.2 Enclenchement adiabatique de l'interaction 

De maniere generale, nous cherchons a calculer des expressions du type 

(^\T{Au(t)B(0)}\^) 
ou IV'o^) est l'etat fondamental de 7i. Des eqs. (2.8), (2.15) et (2.17) nous tirons: 

AH(t)=U'{t ,t)Uo{to,t)A s Uo{t,to)U'{t,t )=U'{to,t)Ai{t)U'(t,t ) 
et l'expression a calculer devient 

(iltf\T{U , (t o ,t)Mt)U%h)B(0)}\lff). (3.71) 

Nous allons supposer que le terme d'interaction Tt'(t) est "enclenche" progressivement a partir 
de t = — oo jusqu'a t — et declenche ensuite: 



7i'(t) ->H' e (t) =H'(t)e 



-e\t\ 



et nous devons prendre la limitc e — > a la fin du calcul, ce qui signifie que la perturbation 
est enclenchec et dcclcnchcc infinimcnt lentcmcnt. Au temps t = — oo, nous avons TL = TCq 
et l'etat fondamental du systeme est Nous faisons maintenant l'hypothese que 
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se transforme "adiabatiquement" en {iffi) & mesure que l'interaction est enclenchee puis de 
nouveau en \if^°) a mesure qu'elle est declenchee. Ceci revient a ecrire 

|^) kZ4(0, -oo)|^°) ocZ<(0, +oo)|Vff°>. (3-72) 

Cette hypothese adiabatique n'est pas toujours justifiee. II est possible de montrer en general 
que sous l'effet de l'enclenchement adiabatique, l'etat l^o* ) evolue vers l'un des etats propres 
de 7i, qui n'est pas necessairement l'etat fondamental. Dans le cas oil l'hypothese est justifiee, 
il se peut encore que la phase de W e (0, — oo)\ip^°) soit differente de celle de \ip^), d'oii le signe 
cx au lieu d'un signe = dans l'cquation ci-dessus. 

En introduisant l'expression de |V>o*) dans (3.71), nous voyons que la grandeur a calculer ne fait 
plus intervenir que {4^°), qui est suppose connu, et U' e que nous avons exprime en puissances 
de H' £ . En faisant le calcul completement on trouve en fin de compte, apres avoir effectue la 
limite e — > 0: 



(^\T{A n (t)B(0)}\^) 

00 j i\ n \ 

^lll n\ j 


poo 

1 dh--- dt n {i%° \T{H'{h) ■ ■ ■ H'(t n )A(t)B(0)}\^°) 

— OO 


00 

E( 

n=0 




n 


nlj 


pOO 

1 dh--- dt n {il%°\T{H'{tx) ■ ■■H'(t n )}\^°) 



Le denominateur resout l'ambiguite sur la phase de IV'o*) signalee plus haut. Tous les operateurs 
dans le membre de droite sont en representation d'interaction. 



3.4.3 Methode diagrammatique: l'interaction de Coulomb 

Nous voulons expliciter l'expression ci-dessus dans le cas oil H' = Hcb, An(t) = a ka (t) et 
B(0) = a^(0), c'est-a-dire que nous calculons la fonction de Green a 1-particule (multiplicc 
par iH) pour un gaz d'electrons en interaction. Le terme du premier ordre (n — 1) dans le 
numerateur de (3.73) est d'apres (3.62): 

dh \ J2 v (q) (^in4 1+9lCT1 (*i)4 2 -^ 2 (*i)«fe 2CT2 (*i)% 1CT1 (*i)^(i)4 CT (o)}i^ )- 

kik 2 q 
CT1CT2 

Pour simplifier, nous allons supposer que h > t > 0. II s'agit alors d'evaluer l'expression 

V(q) (^l^+^^i)^-,,,^^!)^^^!)^^,^!)^^)^^)!^ )- 
Remarquons d'abord que les dependances en temps donnent simplement des phases, par exemple 

« felCT1 (*i)=« felCT1 e-^ tl/ft . 

est connu: c'est la sphere de Fermi d'etats occupes jusqu'a fcp. Pour que l'expression 
ci-dessus soit non nulle, il faut qu'un electron cree, p. ex. a\. a , soit detruit a nouveau par l'un 
des a k . . II faut done coupler les operateurs de creation et annihilation par paires de toutes les 
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manieres possibles. Nous avons les six possibilites suivantes 

J (+.\ J (+A n. (+,\ n. (iA n. ( i\ J 



(a) afe i+<^ 



(b) 



( C ) U k 1 +q,a 



[3] [3] 

OfarW aL( ( 

[2] [3] 

a k *(t) aL( ( 

1] [2] [2] [1] [3] [3] 



(d) 

[1 

(e) a k 1+q , 

[i 

(f) "fei+q 





% 2CT2 (*i) 


a k 1 a 1 


[2] 


[i] 


[2] 


q,a 2 (*0 






[2] 


[1] 


[3] 


9,0-2 


a fe 2CT2 (*l) 




[2] 


[2] 


[1] 


g,<r 2 (*l) 


a fe 2CT2 (*l) 




[2] 


[3] 


[1] 








[2] 


[2] 


[3] 




a fe 2 a 2 (*l) 




[2] 


[3] 


[2] 



[2] [3] 



[3] 



1] [2] [3] [2] [1] [3] 



Le signe entre parentheses a droite indiquc la signature de la permutation correspondante. En 
tenant compte de la conservation de l'impulsion et du spin, le cas (a), par exemple, donne lieu 
a un tcrme 

S k2M+q 5 a2ai V(q) f kl+q e fc*i+«(*i-*0/ft/ fci e te hl (*i-tO/» (i _ /fe)e fe fa (o-t)/ft 

Nous voyons apparaitre des termes ressemblant a la fonction de Green a une particule (voir 
equation 3.52). Une analyse detaillee montre que Ton obtient en prenant le cas general (c'est- 
a-dire pas seulement le cas t\ > t > 0): 



3fc 2 ,fci+q "o^fi 



c'est-a-dirc une contribution 



V(q) ihG° kl+qcri (h - t+) iHG° kiai (h - t+) ihG° ka {t), 



i \ f°° 1 

- / ihG l+^ (*i - 4) iKG° kiai (ti - t+) ihG° ka {t) 



au numerateur de (3.73). Nous symbolisons cette contribution par un diagramme en adoptant 
les conventions suivantes: 

• L'interaction de Coulomb V(q) est representee par une ligne ondulee avec deux fermions 
entrant et deux sortant: 

V(q) = 



Le propagateur "libre" i%G ka (t>2, — t%) est represents par une ligne commengant a t\ 
(creation de la particule) et finissant a ti (annihhilation de la particule): 




Le diagramme correspondant au cas (a) est done: 
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(a) 





lea 



o fj t 

Le deuxieme dessin donne une representation simplifice que Ton trouve le plus souvent dans les 
livres. Nous voyons que l'impulsion et le spin sont conserves a chaque vertex: e 

et l0 ' k,+ qa ' . Toutes les variables interieures (ici t\, k\, q et a\) doivent etre integrees ou 
i 

sommces. La contribution complete du diagramme (a) est obtcnuc en multipliant encore par 
un facteur (— 1)(— ijK)\. 

De la memc manicrc, les cas (b) et (f) donncnt chacun un terme 

+s klk S k2 . k+q S aia 8 a2 „ V(q) ihGl+^h - t+) ihGl^h) ihGi a {t - t+), 
e'est-a-dire un diagramme: 



(b,f) 



Le cas (c) donne: 





+S q , V(q)ihGl 2a2 (t 1 -t+)ihG kliri (h- t+)ihG° k!7 (t) 



(c) 






et les cas (d) et (e) donnent chacun: 

S klk S aia S qfi V(q) ihGl^ih - t+) ihGl^ihGl^t - t+ 



(d,e) 



Nous voyons que le signe de chaque diagramme est (—1)' ou I est le nombre de boucles 
electroniques fermees: une pour (a), zero pour (b,f), deux pour (c) et une pour (d,e). 

Deux types de diagrammes se presentent: les premiers, (a) et (c), peuvent etre separes en deux 
parties disjointes sans couper aucune ligne alors que les autres (b,f) et (d,e) ne peuvent pas 
etre coupes et apparaissent deux fois; one dit que les premiers sont non connexes et les autres 
connexes (chaque diagramme connexe d'ordre n apparait 2n\ fois). II est possible de demontrer 
que la contribution des diagrammes non connexes (a tous les ordres) dans le numerateur de 
(3.73) est exactement compensee par le denominateur. La fonction de Green est done la sommc 
de tous les diagrammes connexes. 
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3.4.4 Calcul de la fonction de Green en theorie de perturbation 
(7i' = 7i C b) 



II est cn general plus commode de calculer Gk a (uj) plutot que Gfc CT (t). La representation en dia- 
grammcs s' applique evidemment aussi, mais les intcgrales sur les temps sont remplacecs par des 
integrales sur les frequences. Nous avons vu que tous les termes du premier ordre sont obtenus 
en dessinant une lignc d 'interaction, une ligne entrante et une ligne sort ante et en reliant les 
lignes entre elles de toutes les fagons. Les termes d'ordres superieurs peuvent etre obtenus de 
la mcme maniere avec plusieurs lignes d'interaction: 





l cr ordre 

Le calcul de la fonction de Green ihGka{u) jusqu'a l'ordre to par la methode diagrammatiquc 
procede selon les regies suivantes: 

• Dessincr tous les diagrammes topologiquemcnt differents qui ont une ligne entrante, une 
ligne sortante et de a to lignes d'interaction (diagrammes connexes). 

• L'interaction de Coulomb est representee par une ligne ondulee avec deux lignes entrantes 
et deux lignes sort antes. 

• Associer a chaquc ligne un vecteur ki, un spin Oi et une energie Huji, et a chaque ligne 
d'interaction un vecteur et une energie hujj\ energie, impulsion et spin doivent etre 
conserves a chaque vertex; les lignes entrante et sortante du diagramme sont caracterisees 
par (fe, a, u>). 

• Associer a chaque ligne un facteur ihG Q k (7 .(uJi) donne par l'eq (3.53). 

• Associer a chaque ligne d'interaction un facteur V(q i ) = e 2 /eoqf. 

• Ajouter un facteur (— 1) (— i/K) n ou I est le nombre de boucles electroniques fermees dans 
le diagramme et n l'ordre du diagramme (nombre de lignes d'interaction). 

• Multiplier tous les facteurs et sommer (integrer) sur toutes les variables libres selon 1 'ex- 
pression Efe^i hl duj i- 

A l'ordre 0, nous n'avons qu'un seul diagramme (sans ligne d'interaction): 

A l'ordre 1, nous avons deux diagrammes. Le premier correspond a l'energie de Hartree et le 
second a l'energie d'echange: 




E 



^ v(0) ihG°M ihG°M t hG° kiai ( Wl ) + 



l^ + ^mGl^) 



h 2 [GLH] 2 (n0)E / ^G° fclCTl K)-E^) / ^Gl^i^) 
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Par la methode des residus, on montre facilement que (cf. p. 23) 

f^Lro (uj) = J_ f eWSduj = 1 f 

J 2tt kaK ' 2irhJ lu - (e k -i5 k )/h h Jkl 
et la contribution du premier ordre est done 

ihG { ^{u) = l h [GU")] 2 \NV(0) - £ V(q)fk +g J ■ 

Nous reviendrons sur ces result ats au chapitre suivant, mais nous observons d'ores et deja, en 
comparant avec (3.67), que 

ou Sp F (fc) est la self-energie Hartree-Fock calculee en remplagant la fonction de distribution 
exacte n k par la fonction de Fermi 
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CHAPITRE 4 



Theories de champ moyen 



II existe un grand nombre de systemes a A^-corps en physique du solide pour lesquels on peut 
faire une approximation de champ moyen qui donne de bons resultats. Dans ce type d'approxi- 
mation, on remplace le probleme extremement complexe de N particules en interaction par 
un probleme a 1 ou 2 corps, dans lequel on considere de facon exacte le mouvement d'une ou 
deux particules et on remplace Taction de toutes les autres particules par une espece d'action 
moyenne, representee par exemple par un champ electrique moyen. Nous avons vu un exemple 
de ce type d'approximation dans l'approximation de Thomas-Fermi de la fonction dielectrique. 
Nous allons dans ce chapitrc ctudicr de facon assez dctaillec divcrses formes d'approximation de 
champ moyen pour un systeme electronique, en commencant par l'approximation de Hartree- 
Fock dans sa formulation historique et dans ses formulations par la fonction de Green, puis la 
thcorie RPA de la fonction dielectrique, et cnfin la thcoric de la fonctionnelle de densite, qui 
est generale, mais qui est toujours utilisee dans une approximation de champ moyen (l'approxi- 
mation LDA). 

4.1 Approximation Hartree-Fock 
4.1.1 Approche traditionnelle 

Dans sa formulation traditionnelle, la theorie de Hartree-Fock ne fait pas usage du formalisme 
de la seconde quantification. Pour resoudre le probleme de N electrons en interaction dans la 
formulation traditionnelle, nous devons en principe proceder de la maniere suivantc: 

• nous choisissons une base u^(r), de dimension M > N, de fonctions a 1-particule; 

• pour un systeme de A^-fermions, les etats de base de l'espace de Fock sont les determinants 
de Slater notes \<p m ) et formes a partir de A^ fonctions choisies parmi les M de la base 
monoparticulaire ; 

• nous ecrivons l'Hamiltonien H pour A^-electrons en interaction: 



ou Ho est l'Hamiltonien dcs particules libres et H' est l'Hamiltonien d'interaction (cou- 
lombienne dans ce cas); 

• nous cherchons l'etat fondamental \tp) de H exprime dans la base \<p m ): 




(4.1) 




m 
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Malheureusement, cette approche ne peut pas etre appliquee directement pour un probleme 
avec beaucoup de particules. En effet, le nombre de determinants de Slater est donne par: 



M(M - 1)(M - 2) • • • (M - N + 1) 



Ml 



Nl(M - N)l 



oil M > N. Si M et N sont grands et tres differents, le nombre de determinants est tres 
important et il dcvicnt impossible de resoudre le probleme directement. Par cxcmplc, si N = 
M/2 (bande amoitic vide), nous avons en utilisant 1' approximation de Stirling lnx! ~ xlnx — x: 



Ml 



Ml 



lnMl-21n(Af/2)I 



-,2N 



>2xl0 23 



N\(M-N)\ [(M/2)!] 2 



Comme le probleme dans sa generative est insoluble, il est venu l'idee suivante: tenter d'ecrire 
une approximation a l'etat fondamcntal par un seul determinant de Slater, mais en optimisant 
le choix des fonctions u^(r). 

Ann de tenir compte du spin, nous considerons des etats a 1-particule de la forme tp^ir^a) — 
M M (r)x M (tr), oil u^{r) est la partie spatiale de la fonction d'onde ne dependant que de la position 
et 

Xai( (T ) es t la partie de spin de la fonction d'onde ne dependant que du spin. Nous avons la 
relation d'orthogonalite: 

a J 

Pour notre probleme, a ne peut prendre que lcs valours up et down. Pour alleger la notation, 
nous allons done noter: ^ M (r,<r) = [r). 

Un determinant de Slater peut s'ecrire de la maniere suivante: 1 



• ,r N \ip) 



ipiirs, cr 2 ) ip 2 (r 2 ,a 2 ) 
ipi(r N ,a N ) 4> 2 (r N ,<T N ) 



iPn(ti,<ti) 
ipN(r 2 ,a 2 ) 

ipN(rN,a- N ) 



oil l'indice i de ipi concerne l'etat et l'indice j de (rj,aj) concerne la particule, et | • • • | signific 
le determinant. Nous cherchons a calculer l'energie, e'est-a-dire ((p\H\<p). Apres calculs, nous 
obtenons pour l'energie cinetiquc: 



ou la somme sur /i inclut une somme sur les spins et s'etend sur les N fonctions qui forme nt le 
determinant, et h — - — !f' v -* . L'clcmcnt de matrice {ip ^\h\%l) v ) est donne par: 



{^\h\ip v )=J2 J drTp*(r,a)hip„{r,<T) = J^Mx,,^) / drul(r)hu u (r). 



(4.2) 



1. Nous pouvons egalement noter un determinant quelconque construit avec les fonctions a 1-particule 
{VVi > • • • i VVw } sous la forme: 

1 N 

(ri,-, r N \ n , lt MJV} > = — y: (-i) ct(p) n ^ 

VJV. v , =1 

oil la somme s'etend sur toutes les permutations V des indices ...,/ij\r}, o"("P) est la signature de la 

permutation et Vi est le j eme terme de la permutation. 
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Pour l'energie potentielle, nous obtenons: 



(^\V\M P ) = J2 drdr'^{r,aWv{r\v')V{r-r')i> x {r,a)i> p {r',cT') 



avcc 



= S^J^Idrdr'ul(r)ut(r')V(r-r')u x (r)u p (r'). (4.3) 

Ainsi, nous avons la propriete: 

{^^ V \V\M P ) = {^m p ^ x ). (4.4) 

Nous devons done minimiscr l'energie Eq donncc par 



(4.5) 



en faisant varier les fonctions ip^ avec la condition de normalisation (VvlVv) = 1- Soulignons 
que la somme porte sur les etats occupes. Cela revient a resoudre: 



8 

$4>\ 



SW 

Sipx 







oii les e M sont des multiplicateurs de Lagrange. Le calcul des variations par rapport a tp\ donne: 
= SW = (#a|/#a> + (i>\\h\Sipx) 

\ Y, {{SMu\V\ti>xil> v ) - (8M v \V\^x)) 



X - Y ({%5tl? x \V\^ x ) - (V,x^a|V|^)) 

-sx(5ip\\i/)\) - ex{tpx\6ipx)- 

Nous voyons que le deuxieme terme a droite est le complexe conjugue du premier et le dernier 
est le complexe conjugue de l'avant dernier. D'autre part, les troisieme et quatrieme termes 
sont identiques en raison de (4.4) (y et /i sont des indices mucts), de mcmc que les cinquicmc 
et sixieme termes, qui sont d'ailleurs les complexe conjugues des troisieme et quatrieme. Nous 
pouvons done reecrire: 



= SW 



(5ipx\h\i>x) + J2 ({ty\i>n\V\i>xi>n) ~ {6iPx^\V\i>^x)) - £a WaIV-a) 



c.c. 



SW + SW*. 



Comme SW est une grandeur reelle (variation de l'energie), nous avons SW — SW* ce qui 
implique SW = 28W = et done SW — 0. Nous obtenons done: 

WaN^a) + J2 (WaiM^I^,.) - WaVvI^I^a)) = ea(^a^a)- 
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En utilisant (4.2) et (4.3), cette equation s'ecrit explicitement : 

J dr 5u* x {r)hu x {r) + ^2 J drdr' 5u* x (r)u*^(r' ')V(r - r')u x (r)u^(r') 



£<W, / drdr' 5uX(r)ul(r')V(r -r')u^r)u x (r') 
= e\ / dr 5u A (r)w A (r). 



Comme cette derniere equation doit etre verifiee quelle que soit la variation 5u\(r), nous devons 
avoir 



h 2 

-—V 2 u x {r) + V a (r)u x (r) + I dr' V x (r, r')u\(r') = e x ux(r) 
Zm 



(4.6) 



ou les potentiels de Hartree et de Fock sont respectivement 

Vk(r) = I dr'V{r-r')(2Y,K{r')\ 2 ) (4.7) 
F x (r,r') = -J2 ^V(r-r')u*(r') Ufl (r). (4.8) 

L'equation (4.6) est V equation de Hartree-Fock. II s'agit d'une equation integro-diffcrcnticllc 
qu'il faut resoudre de facon auto-coherente, car les potentiels Vu et V x dependent des solutions 
u\. Formellement, cette equation ressemble a une equation de Schrodinger pour une particule, 
a la difference que le potentiel de Fock est non local, c'est-a-dire que son effet sur une fonction 
d'onde u\(r) fait intervenir cette fonction dans tout l'espace. 

Le premier terme de (4.6) est l'energie cinetique. Le deuxieme est le terme de Hartree dont 
l'interpretation est simple. En effet, la grandeur entre parentheses dans (4.7) n'est rien d'autre 
que la densite electronique totale n(r'): 

N 

n(r) = 2^Mr)| 2 
M =i 

(le facteur 2 provient de la somme sur les spins), de sorte que Vk(r) est le potentiel electro- 
statique au point r produit par la distribution de charge — |e|n(r) des N electrons du systeme. 
L' approximation de Hartree consiste a negliger le terme de Fock dans l'equation (4.6). Dans 
ce cas, l'etat electronique u\ de l'electron A correspond au A cmc etat excite de l'Hamiltonien a 
1-particule h + Vu(r). Comme n(r) inclut la densite de l'electron A, le potentiel Vh contient 
l'interaction electrostatique de cct electron avcc lui-meme, cc qui n'est pas physique. On peut 
voir que cette "self-interaction" est exactement annulee par le terme de Fock. En effet, chaque 
electron A de spin o~\ donne la contribution 



J dr' V(r - r')\u x (r')\ 2 u x (r) 



au terme de Hartree (le facteur 2 a disparu car on ne regarde qu'un seul spin). Cette contribution 
est compcnsec par le terme 

dr' V{r — r')u\(r')u x {r) u\(r') 



qui vient du potentiel de Fock. 
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Le troisieme terme de (4.6) est le terme de Fock ou terme d'echange ("x" = exchange). Ce terme 
est purement quantique et provient de l'antisymetrie de la fonction d'onde a A-particules sous 
l'echange de deux particules (principe de Pauli), d'oii sa denomination. Comme deux electrons 
de meme spin ne peuvent pas occuper la meme position, il resulte un mouvement correle qui 
tend a eloigner les electrons de meme spin. Ceci reduit l'energie d'interaction coulombicnne et 
diminue done l'energie totale du systeme (d'ou le signe negatif du terme d'echange dans (4.5) 
et (4.8)). 



Application au gaz d'electrons homogene 

Nous savons que pour un gaz d'electrons libres, les ondes planes, qui sont les etats propres 
de l'operateur d'energie cinetique, constituent la base adequate pour construire les etats a N- 
particules. Nous allons voir que les ondes planes sont egalement les solutions des equations 
Hartree-Fock pour un gaz d'electrons en interaction, dans le cas oil la densite electroniquc 
n(r) = n est uniforme (gaz d'electrons homogene). Pour voir cela, il suffit d'introduire les 
ondes planes Uk(r) = e lk r (normalisees dans un volume unite, de sorte que n = N ou n est la 
densite et N le nombre d'electrons) dans (4.6). Le terme d'energie cinetique donnc 

h 2 h 2 k 2 

V c = — — -e 
2m 2m 

Le potentiel de Hartree est simplement: 



V H (r) =N j dr' V(r - r') = NV(q = 0) 



oii V(q) = j^j- est la transformee de Fourier du potentiel de Coulomb. Le terme de Fock dans 
(4.6) donne finalement: 



£ [ d r>V(r-r>)e-^'e^e^'=-j: [ d r> V(r - r>)e«*'- 



k)-(r—r ) ik-r 



V(k-k') 

En notant que la somme sur k' est limitee aux N etats occupes, on peut reecrire l'energie 
d'echange 

- J2 V(k - k') = - J2 V{k - k')n k > =-J2 V(q)n k+q , 
occ k' q 

avec nk la fonction de distribution du systeme. Nous voyons done que les ondes planes sont des 
solutions des equations de Hartree-Fock avec des energies propres 

s k = |^- + S HF (fe) (4.9) 
S HF (fc) = £ H + £ F (fc) = W(0)-^y(<7H +(? . 



Nous retrouvons ici les resultats du paragraphe 3.3.2 (voir en particulier l'equation (3.67)). 
Comme nous l'avons deja vu, l'ajout de l'interaction electrons-ions dans l'Hamiltonicn donne 
une contribution — S H a la self-energie et le terme de Hartree dans (4.9) peut done etre ignore. 
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Nous pouvons evaluer la self- energie de Fock en remplacant la somme sur fc par une integrale: 



S F (fc) = -^F(fe-fe') 



occ 

1 



(2tt) 3 J occ e |fc-fe 



e 2 dk' 



2tt 



1 



e (2tt) 2 2fc y 
e 2 1 



dfc' fc' log 



eo (2tt)- ./,, 
(fc + fc') 2 
(fc - fc') 2 



dfc' fc' 



rf6> sin 6> 



o fc 2 + fc' -2fcfc'cos( 



e n 87r 2 fc 

,,2 



2fcfc' 



V fc' 2 )lor ( fc + ^ 2 

2 (fc fc ji ° g (fc-fc') 2 



f e 2 1 fc F ao 
\ 87re a J tt/4 



fcp 

T 



fc 



log 



nfe F 


1- 



1 fcFQQ 

\87re ao J tt/4 



Nous avons introduit le rayon de Bohr ao = ineoh 2 /me 2 « 0.5 A (rayon moyen de l'orbitale Is 
de l'atome d'Hydrogene) de telle facon que la grandeur entre accolades est une energie appelee le 
Rydberg (Ry) correspondant a 13.6 eV, c'est-a-dire l'energie du niveau fondamental de l'atome 
d'Hydrogene. La fonction F dcfinic par la dcrnicrc equation est appelee fonction de Lindhard. 




PS 





\y k / 




1 







-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 



Fig. 4.1 - Bande d'energie dans V approximation Hartree-Fock pour le gaz d'electrons homogene. 



Le comportement de F(k/kp) et de £k = £fc + S F (fc) en fonction de fc est illustre sur la figure 4.1. 
La fonction F{k/k-p) devient verticale en fc — fcp (F'(l) — — oo), de meme que la dispersion 
£fc. Ceci signifie que la densite d'etats M[e) qui est reliee a (dek/dk) -1 s'annule a l'energie de 
Fermi. Nous reviendrons sur ce point plus loin. 



Energie totale du gaz d'electrons homogene dans l'approximation de Hartree-Fock 

Nous pouvons calculer l'energie totale (electronique) du gaz d'electrons homogene en utilisant 
l'equation (4.5) ou les tp^ sont les ondes planes. Le gaz d'electrons est suppose neutralise par une 
distribution uniforme de charges positives (modele du jellium). II est plus parlant de considerer 
l'energie par particule Eq/N. Commenoons par calculer N: 

N= Y Vl = 2 y 1 = 2-^- [ kF k 2 dk= -^L (4.10) 
|fe|<fc F CT |fc|<fc F v ; JU 
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L'energie cinetique par particule est 

£cin = -T7 ~S^(ka\h\ka) = — - = — - — .^.^ f k 4 dk 
N 11/ N 2ra mN (2tt) 3 / n 

fetr |fc|<fc F 

1 ft2 l5 o fc2 

= _I^A = A^ fc | (411) 

10 to n 2 N 10 to F y ' 

en utilisant (4.10). L'energie de Hartree est le deuxieme terme de (4.5), soit 

£ h = ^ E E( fcCTfeV 'l y l fcfffcV ) = ^ E E / drdrV(r - r') 

= ^^(g-0)(^E) =^(0)- (4.12) 

Nous avons utilise (4.3) et le fait que les ondcs planes sont normalisees dans un volume unite, 
de sorte que J drdr'V(r — r') = V(0). Finalement, l'energie d'echange par particule est 



^EE( fcCTfcV l y l fcVfe(7 ) = -^EE^' / drdr'V(r-r')e 

ha h' a' ha h' a' 



-i(k — k')-(r—r') 



2N 

fctr k'a' 

1 V- T/r , ,A 1 1 f ''dk-dk' 



kk 

3 e 2 



7V(27r)6 7 occeo |fc-fc'|2 eo (2^) 4 iV 
fc F . (4.13) 



16 7r 2 e 

Le detail du calcul de 1'integrale est donne dans Kittel, Quantum Theory of Solids. 

Nous pouvons remarquer que l'energie totale par particule e c - ln + £h + £x n'est pas egale a 
la somme des energies propres des electrons (appelee aussi "energie de bande"), donnee (par 
electron) par 1 /N J2ku £k = £ cin+2£H+2e x - En effet, £& contient l'energie cinetique de l'electron 
k et son energie d'interaction coulombienne (Hartree et echange) avec tous les autres. En 
sommant les £&, on compte done deux fois les termes coulombiens. 

Dans un solide, dans F approximation du jellium, l'energie de Hartree des electrons £h ne joue 
pas de role decisif car elle est compensee par l'energie d'interaction electrons-ions et ions- 
ions. En effet, l'interaction electrons-ions donne une contribution negative —NV(0) a l'energie 
totale, alors que l'interaction ions-ions, tout comme l'interaction electrons-electrons, donne une 
contribution positive |iW(0). (Au paragraphs 3.3.2, nous avions vu que l'interaction electrons- 
ions sculc suffit a compenser le terme de Hartree dans la self-energie; ceci s'explique par le fait 
que dans la self-energie, l'energie electrons-electrons est comptee deux fois, comme discute dans 
le paragraphe precedent.) 

Nous pouvons exprimer les energies cinetique et d'echange par particule en fonction de la densite 

337rt h 2 



n. Avec kp = 37r 2 n, nous trouvons 



10 TO 

3* e 2 



167T3 £0 



n 2/3 (4.14) 
n 1/3 . (4.15) 



Ceci montre que l'energie cinetique augmente plus vite avec n que l'energie d'echange ne dimi- 
nue. A haute densite, e'est l'energie cinetique qui domine et les electrons se comportent comme 
des electrons libres. A faible densite, par contre, le principe de Pauli joue un role important. 
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II est d'usage de caracteriser la densite clcctroniquc au moyen du nombre sans dimension r s = 
ro/ao oii ao est le rayon de Bohr introduit plus haut et ^ttTq est le volume propre de chaque 
electron. La distance moyenne entre deux electrons voisins est done 2vq = 2aor s . Comme le 
volume propre de chaque electron est Y/N = l/n, nous avons 



1 

n 



me 2 \ 3 1 



(4tt) 4 \e Q h 2 J r 



3 ' 



et les energies deviennent 



3 / 9tt \ 3 f e 2 11 
10 V7^/ l87re ao J rf 



e x = - 



3V 1 f e 2 \ 1_ 
2/ 7rl \87re a J r s 



(4.16) 
(4.17) 



oil nous avons a nouveau mis en evidence le Rydberg entre accolades. En introduisant les 
valeurs numcriqucs, nous trouvons done finalcmcnt pour l'energie par particulc du jcllium dans 
1' approximation Hartree-Fock: 



+ e x 



2.21 Ry 0.916 Ry 



(4.18) 



Pour des metaux normaux, nous avons typiqucmcnt 2 < r s < 5. 



Stabilite de la matiere: energie de cohesion 

L'energie de cohesion d'un materiau est la difference entre son energie totale et celle de sa 
"vapeur" , autrement dit l'energie des atomes du materiau lorsqu'ils sont infiniment eloignes les 
uns des autres. Lorsque l'energie de cohesion est negative, le materiau est plus stable que sa va- 
peur, e'est-a-dire qu'il peut exister a l'etat solide (ou liquide). Dans le cas contraire, le materiau 
se vaporiserait spontancmcnt. L'energie de cohesion peut etre mesuree experimentalement: la 
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Fig. 4.2 - Energie de cohesion (par electron de valence) des metaux simples en fonction dc r s 
et comparaison avec les approximations Hartree-Fock et LSD. 
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figure 4.2 montre l'energie de cohesion de quelques metaux simples, en fonction de la valeur de 
r s deduite de la densite electronique pour chacun de ces materiaux. 

Dans le modele du jellium, l'energie de la vapeur est nulle a T = et l'energie de cohesion 
est done simplement e C j n + e x donne en (4.18), et represents par la courbe continue dans la 
figure. Nous voyons que cette approximation fonctionne relativement bien lorsque r s > 2.5 — 
e'est-a-dire lorsque le terme d'echange l'emporte dans (4.18) — sauf pour les metaux nobles 
(cuivre, argent et or). En revanche, le modele du jellium n'explique pas la stabilite des metaux 
pour lesquels r s < 2.5, puisque dans ce cas l'energie de cohesion predite est positive. Pour les 
hautes densites (petits r s ) un meilleur modele scmblc necessaire. La courbe pointillcc montre 
un exemple d'un tel modele, qui corrige bien le resultat pour les petits r s , mais s'avere moins 
bon pour les grands r s . 

Proprietes thermodynamiques du gaz d'electrons homogene 

A basse temperature, la chaleur specifique et la susceptibilite magnetique sont determinees par 
les excitations de faible energie autour de £p. Toutes deux sont de fait proportionnelles a la 
densite d'etats au niveau de Fermi Af(sp). Comme nous l'avons vu plus haut, la densite d'etats 
du jellium calculee dans l'approximation Hartree-Fock s'annule a ep. Cette approximation predit 
done que la chaleur specifique et la susceptibilite magnetique tendent vers zero a T = 0, ce qui 
est en contradiction avec l'experience. La suppression de A/"(ef) est en fait due au caractere 
divergent de l'interaction de Coulomb en l/<? 2 , comme on peut le voir dans le calcul de la self- 
energie de Fock a la page 64. Pour remedier a ce problcmc, nous allons devoir tenir compte de 
l'ecrantage. Dans l'approximation Thomas-Fermi, par exemple, nous avons vu que l'ecrantage 
supprime la divergence de l'interaction, le potentiel ecrante se comportant comme I / (q 2 + k^ F ) . 

Energie d'echange et ferromagnetisme 

II y a fondamcntalcmcnt deux types de ferroaimants: 

1) les ferroaimants localises, qui sont bien modelises par un Hamiltonien de la forme 



ou les sont des operateurs de spin qui decrivent les moments magnetiques localises; 
2) les ferroaimants de bande dans lesquels le magnetisme provient des electrons de conduc- 



Pour comprendre le ferromagnetisme de bande, nous devons montrer que sous certaines condi- 
tions, il est plus favorable pour les electrons d'avoir leurs spins alignes. Comme nous l'avons 
deja dit, l'energie de Hartree est compenscc en premiere approximation par l'energie d'interac- 
tion entre les noyaux des atomes et entre noyaux et electrons. Par contre, nous avons vu que 
l'energie d'echange favorise une disposition parallele des spins puisqu'elle n'agit que pour des 
spins identiques. On peut voir l'effet de l'energie d'echange sur le magnetisme en simplifiant a 
l'extreme cette energie (donnee par 4.13) sous la forme: 



oil N a = J2k n k<y Le terme (JVf + A^) 2 est le carre du nombre de particules et ne depend 
pas de la polarisation de spin; il n'est done pas interessant pour notre discussion. Le terme 




tion. 




V (AjAj + N L N L ) = -- [(JVf - N L ) 2 + (A T + N L ) 2 ] 
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(JV-f — Ni) 2 , par contre, est interessant. Dans un champ magnetique dirige selon l'axe z, l'energie 
magnetique est donnee par —gfi^N^ — Ni)H z . Ainsi la somme de l'energie magnetique et de 
l'energie d'echange vaut, a la constante — ¥(iVf + Ni) 2 pres: 



2 

. g ^N^-N l )H t -j(N l - .V|] 



2 



En considerant iVj — iVj comme un operateur et en ecrivant (iVf — JVjJ w (iVj — Ni)(N^ — N±), 
nous obtenons 

-SMbC^t - Ni)Hf, Hf = H Z + -^(7V T - NJ. 

Nous voyons que, dans cette approximation de champ moyen, l'interaction d'echange ajoute au 
champ magnetique exterieur une contribution proportionnelle a la polarisation de spin (JVj — 
Ni). D'autre part, l'aimantation M z — g^i^ ~ N±) induite par un champ H z vaut pour 
des electrons libres M z — xH z ou x cs t la susccptibilite de Pauli. L'aimantation induite par le 
champ H z s est done 

M z =g t i B (N^-N l )= X Hf 
En introduisant l'expression de H° , nous trouvons 

M z =Xe«H z , XeS~ 



1 



Si < x^/[2(<7Mb) 2 ] < 1, Xcff > x et le terme d'echange amplifie done la susceptibilite du 
systeme. Si x^V[2(5^b) 2 ] = 1, alors Xcff diverge. Ceci signifie qu'on peut avoir une aimantation 
finie meme en l'absence de champ exterieur, e'est-a-dire du ferromagnetisme. 

4.1.2 Methode de l'equation du mouvement 

Nous avons vu au paragraphe 3.3.1 que la fonction de Green a 1-particule satisfait l'equation 
du mouvement: 

ih J t -z>) = w ~ \ E ^(9)( T { a L +g , CTl W^ lCTl Wa fe+q ^W«L(0)})- 

kiqai 

Le dernier terme a droite est une fonction de Green (ou propagateur) a 2-particules dont 
revolution tcmporclle depend a son tour d'un propagateur a 3-particules et ainsi de suite. Cette 
chaine d 'equations de plus en plus compliquees pour les propagateurs a 1, 2, 3, ... particules 
suggere une methode generale d 'approximation qui consiste a factoriser le propagateur a m+ 1- 
particules en produit de propagateurs a m-particules et moins. On peut ainsi en principe obtenir 
un equation close pour Gk<r(t). Comme nous l'avons vu, l'approximation Hartree-Fock revient 
a effectuer cette factorisation a l'echelon le plus bas (m = 1) en remplagant 

par 

(4 1+q ,* 1 *k 1 r 1 )(na k+q A t ) a lAQ)}) - (4 1+q ,« 1 *k +q ^(T{a kiai (t)al a (Q)}) 

dans l'equation du mouvement. Le premier terme est celui de Hartree et le second celui d'e- 
change. 

Cette fagon de deriver les equations Hartree-Fock est beaucoup plus directe que la methode 
traditionnelle, car les difficultes liees a l'antisymetrie de la fonction d'onde sont ici cachees dans 
les relations de commutation des createurs et annihilateurs. En outre, la methode de l'equation 
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de mouvement montre bien que les settles correlations prises en compte dans 1' approximation 
Hartree-Fock sont celles dues au principe de Pauli, puisque les correlations a 2-particules qui 
resultent de l'interaction coulombienne sont explicitement negligees. 

Notons encore que la theorie de la supraconductivite due a Bardeen, Cooper et Schrieffer (BCS) 
peut etre deduitc tres simplcmcnt en utilisant le meme schema d' approximation, mais en ajou- 
tant un terme de la forme 

(a feT a_ fei )(T{aL fei W4 T (0)}) 

dans l'equation du mouvement de Gka, oil A(fc) = (a^a-ki) s'interprete comme le nombre de 
paires de Cooper (fe "f , — k J.). Nous voyons done bien que la theorie BCS est une theorie de 
champ moyen, le champ moyen etant le potentiel de paires A. 



4.1.3 Methode de perturbation 

Comme nous l'avons vu au paragraphe 3.4.3, la fonction de Green a une particule est la sommc 
de tous les diagrammes connexes topologiquement differents avec une ligne entrante et une lignc 
sort ante: 




Nous remarquons qu'il y a deux types de diagrammes: les diagrammes irreductibles qui ne 
peuvent pas etre separes en deux parties disjointes en coupant une ligne fermioniquc, par 

exemple X , , /T\ , . O , , et . K^X^ . dans l'equation (4.19), et les autres, reductibles, 

comme j j et i f"^; . Nous pouvons nous debarrasser des diagrammes reductibles de la 

maniere suivante. Supposons d'abord que seuls les diagrammes tels que X et U , sont 
importants. La somme de tous ces termes peut etre effectuee exactement car elle donne lieu a 
une serie geometrique: 




+ 



( 



Pour illustration, nous reecrivons ci-dessous la meme equation en formules: 

ihGM « ihG° ka (u) + ihG° ka (uj) I(k, u) ihG° ka (uj) 

+ihG°M I{k, uj) ihG Q M I(k, to) ifiGl^) + 

ihG° 



G k a{u) 



[l + {ihG° I) + (thG° I)' 2 + . . .] ihG° = f _ . hC , u f 
1 
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l'expression detaillee de I(k, lu) (qui ne nous interesse pas directement ici) peut etre deduite 
par comparaison avec le calcul de la page 57. Nous reconnaissons la une expression de la forme 
(3.60) avec une self-energie £(fc,w) = ihl(k,uj). 



De mcmc, si nous rctenons tous les diagrammes formes a partir de y et 

l 



, nous obtcnons: 



1 



Cette demarche peut etre aisement generalisee et nous trouvons done: 

G fccr (w) 



(4.20) 



oil la self-energie est la somme de tous les diagrammes irreductibles: 



E(fe,w)/(ifi) = 




(4.21) 



L'equation (4.20) est V equation de Dyson. La forme (4.20) est valable pour G et £ en espace 
reciproque. Plus generalement, l'equation de Dyson prend la forme 

> = - + (4.22) 

que nous pouvons directement verifier par iterations: 

— = ^ + _HE)x( 

d 

Le deuxieme terme donne tous les diagrammes irreductibles de (4.19), le troisieme tous ceux 
formes au moyen de deux diagrammes irreductibles etc., et done (4.22) est done bien l'equivalcnt 
de (4.19). 

Si nous ne retenons que les termes du premier ordre dans la self-energie, 



(4.23) 





EW(Jfe,w)/(ift) = 
nous trouvons (le calcul est analogue a eclui de la p. 57) 

duj\ 



£«(fc,u/) = ifi(-l) "HE / f^V(0) l hG° kiai (u; 1 ) 

k\tTl 



(4.24) 
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Nous trouvons done pour la self-energie presque le meme resultat que dans 1' approximation 
Hartree-Fock, (3.67) ou (4.9). La seule difference est que dans (4.24) intervient la fonction 
de Fermi, alors que dans (4.9) intervient rik, la "vraie" fonction de distribution du systeme. 
Nous pouvons eliminer cette difference en rendant la theorie de perturbation auto-coherente, 
e'est-a-dire en remplagant les propagateurs libres dans (4.23) par des propagateurs exacts (ou 
"renormalises" ) . II est alors facile de voir que redonne exactemcnt la self-energie Hartree- 
Fock E HF : 



E HF (fc,^) = 




En effet, nous avons 



^ G ha (w) = G ka (t = ) = ^((aL a fe CT » = \i n ka)) = r«fe- 

Nous avons done obtenu que 1' approximation Hartree-Fock peut etre reproduite en theorie de 
perturbation en effectuant une somme partielle a tous les ordres des termes formes a partir de 
deux diagrammes irreductibles autocoherents du premier ordre. 

Ainsi, nous avons vu trois methodes independantes pour developper 1' approximation Hartree- 
Fock: la methode traditionncllc basee sur une fonction d'onde variationnelle, la methode de 
l'equation du mouvement de la fonction de Green et la methode de perturbation. Bien que la 
methode de l'equation du mouvement soit la plus simple, il est difficile de l'etendre pour aller 
au dela de l'approximation HF. II en va de meme de la methode variationnelle. De ce point de 
vue, e'est la methode perturbative qui offre le plus de flexibilite. 

Nous avons egalement vu que 1' approximation Hartree-Fock presente un problcmc du a la longuc 
portee de Finteraction de Coulomb (divergence de V(q) lorsque q — ► 0). Ceci entraine que la 
densite d'etats s'annule au niveau de Fermi (ou que la masse effective y est infinie). Notons en 
passant que cette propriete de V(q) a egalement pour consequence que tous les diagrammes 
d'ordre deux et plus dans la self-energie irreductible (4.21) donnent une contribution infinie! 
Pour remedier a cela, nous devons tenir compte de Pccrantagc qui supprime la divergence de 
V(q) comme nous l'avons vu dans la section 2.6.1 — en remplagant V(q) par V(q)/e(q,u>). II 
existe deux fagons d'etendre la theorie diagrammatique dans ce but: soit developper une theorie 
de perturbation pour e(q,cu), soit "renormaliser" l'interaction V(q). Nous allons survoler ces 
deux methodes qui sont en fait equivalentes. 



4.2 Ecrantage en theorie de perturbation 

D'apres la theorie de la reponse lineaire, e(q, ui) caracterise la reponse du systeme a un potentiel 
exterieur dont PHamiltonien est 



H'(t) = - J p ind (r,t)V CKt (r,t) dr. 



En effet, la charge induite est donnee par 



p inA (q,co)= -p^(q,u) I 



(cf. equation 2.42). D'autre part, la reponse lineaire p uld est proportionnelle a la susceptibilitc 
X (r,t; r' 1 t>)= l -{{[p{r 1 t),p{r',t')]))»9(t-t>). 
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Nous voulons done calculer \ en theorie de perturbation. Pour un systeme invariant par trans- 
lation, x s'ecrit en espace reciproque 

X (q,t) = ^(([p(q,t),p(-q,0)])) 6(t). (4.25) 

Plutot que Xi nous considerons la fonction 

K(q,t)= l Ji (0\T{p(q,t)p(-q, 0)}|0). 

(En examinant leurs representations de Lchmann, nous pouvons facilcment etablir la relation 
entre K(q,t) et x(g,t).) 

Avec p(q,t) = £ fc(T c{ a (t)c k+qa (t), nous avons 



iHK(q,t)= J jEE(°l r i c LWc fe+qCT W4v'(0)^-^(0)}|0) 

ka k' a' 



Le terme sous la somme n'est rien d'autre qu'une fonction de Green a deux particules, a savoir 
(...) = iHG^l{k + q,k',k + k'; t,0,t), ou G^ est defini juste avant (3.G4). Comme 67, 
peut faire l'objet d'un developpement en serie de perturbation que Ton represente par des 
diagrammes. Ces diagrammes ont la structure: 

U-q y//////A J&^l ° 



KG 



fc'o 

t 

le carre hachure representant toutes les manieres de connecter les lignes entrantes et sortantes 
aux quatre coins par des lignes de propagateur 67° et des lignes d'interaction. Au lieu de pour- 
suivre dans cette voie, nous allons adopter une methode de sommation partielle de diagrammes 
analogue a celle utilisee pour obtenir l'equation de Dyson. 

L'equation (4.21) contient, en particuler, la serie de termes irreductibles 

(4.27) 
qui peut se reecrire 

«■ X ^ WW + -W^CT*J>W^ + AA/^^VK^yW"- + . . = «■ X RPA 



avec: 



RPA = 



(f + wO + -wO 2 + . . .) 



1 - -wCf*^) 



(4.28) 



Cette sommation partielle revient done a remplacer dans le diagramme la ligne d'inter- 

action correspondant a V(q) par la ligne correspondant a une interaction effective, ou 

renormalisee, donnee par (comparer avec la formule 2.44): 



Une fois ce remplacement fait, la somme de tous les termes de la sous-serie (4.27) se reduit au 
seul terme . La grandeur 7To(q,w) definie par l'equation i?mo(q,u)) = — 0> est appelee 



Sect. 4.2 



ECRANTAGE EN THEORIE DE PERTURBATION 



73 



polarisabilite nue. L'interaction effective depend de la frequence, done du temps, ce qui traduit 
le fait que la polarisation du milieu n'est pas instantanee. 

Nous pouvons evidemment generaliser ccttc mcthodc en incluant toutes les "insertions de po- 
larisation", pas seulement C^) , dans la definition de l'interaction effective: 



= WW + -w/x^>w- + A/W^pKW^- + A/vx^w^K^yw^ + . . . 

A nouveau, comme dans la serie (4.19), nous voyons apparaitre des diagrammes reductibles (p. 
ex. a/v\^>vx^>"w^ ) et irreductibles (p. ex. A/v^g^w^ ) qui donnent lieu a des sommes 
geometriques, de sorte que finalement nous avons 

(4.30) 



avec (TT) la polarisabilite totale, qui conticnt toutes les insertions de polarisation irreductibles. 
L 'approximation (jT> ~ C^) consistant a ne sommer que les "bubble diagrams" comme dans 
(4.27) s'appelle approximation RPA ("Random Phase Approximation"). Notons en passant que 
le diagramme C^> est le cas le plus simple de diagramme de la forme (4.26). En fait, on peut 
montrer que 



—iHK(q,Lu) = 



a/vxjT) 



Pour cvalucr e RPA (q,o;), nous devons calculer ihno(q,uj) = — C^) ■ D'apres les regies generales 
de transcription des diagrammes, nous avons 



ihw (q,w) 



= -2h 



I 



dkdb 



(27r) 4 hv - e\ + iS k hv + huj 



-0 

-k+q 



iS, 



k+q 



L'integrale sur les frequences s'effectue par la methode des residus en refermant le contour 
d'integration dans le demi-plan superieur. Elle fait apparaitre des facteurs fk et fk+ q car 
l'integrand n'a pas de pole dans le demi-plan superieur si |fc| > kp et \k + q\ > hp: 



, . „ f dk 



fk — fk+q 



) 3 fuv + e k -e° k+q -i5 k 

On peut ensuite effectuer l'integrale sur k, ce qui donnc finalement un resultat assez compliquc 
qui contient a la fois une partie reelle et une partie imaginaire: 



Re[7r (q,w)] = 



Im[7r (<?,w) 



N(0) 




_2_ 

2fc F 



g 
2* p 



log 
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+ {id — > — uj} 
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H\ui\ 



ttAA(O) 



q fi\uj\ 
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1 



sinon, (4.31) 

avec A/"(0) = la densite d'etats au niveau de Fermi pour un gaz d'electrons libres. 

L'expression (4.31) permet de calculer e RPA , que nous pouvons comparer avec les resultats 
obtenus pour la fonction dielectrique au Chapitre 2. 
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4.2.1 Limite statique: oscillations de Priedel 

Dans le cas statique (lu = 0), nous voyons a partir de (4.31) que Im7To = et nous trouvons 
ttoCQj 0) = 2J\f(0)F ^2fe]r) ou F es ^ ^ a f° nc tion de Lindhard definie avant la figure 4.1. Commc 
F(0) = 1, nous obtenons dans la limite q — > 0: 

Urn . , + v(g)2m} _ 1+ mm _ 1+ % 

<?— o e e <T <r 

II est interessant de constater que nous retrouvons dans ccttc limite lc resultat de l'approxima- 
tion Thomas-Fermi (2.49). Le potentiel ecrante (4.29) peut etre reecrit sous la forme 



(Comparer avec le resultat Thomas-Fermi avant la figure 2.3). Pour effect uer la transformed de 
Fourier de Vj PA (q,0), nous passons en coordonnees spheriques ou l'integrale sur les angles est 
triviale, et obtenons l'expression 

K* PA (r,0) = — [°° dx sin(2k F rx) X £ = ^f. 

Dans la limite r — > oo, cette integrale peut etre effectuee par la methode des residus. Nous 
pouvons nous faire une idee du resultat en notant que le deuxieme facteur de l'integrand vaut 
essentiellement x/£ 2 pour x < 1 et 1/x pour x > 1. Lc comportement pour x —> et la 
discontinuite en x = 1 (q = 2fcp) donne ainsi un terme [sin(2k-pr) — 2kpr cos(2fepr)] jr 2 a 
l'integrale, et le potentiel ecrante oscille done a grande distance selon 

ppi , , sin 2kpr — 2kpr cos 2kpr 
Kff (r) oc - 3 . 

Ces oscillations sont appelees oscillations de Friedel. V e s(r) possede done beaucoup plus de 
structure que ce que nous avions trouve dans 1' approximation de Thomas- Fermi, ou V e g(r) 
prenait la forme d'un potentiel de Yukawa. 



4.2.2 Hautes frequences: oscillations de plasma 

Dans la limite des grandes longueurs d'ondc (q <C 2kp) et des hautes frequences u>, on peut 
montrer a partir de (4.31) que 

Re[e RPA (g,u;)] uo\ 2 e 2 n 

~ 1 5" ' W P — ' 

eo ijJ eom 

ou n = fcp/(37r 2 ) est la densite electronique. Dans cette limite, les electrons se comportent 
commc un plasma qui oscille avec la frequence wp. (Comparer avec l'equation (2.53) qui decrit 
les oscillation de plasma des ions.) 



4.2.3 Absorption 

Nous avons vu au Chapitre 2 que la partie imaginaire de la fonction diclcctriquc est relicc a 
l'absorption d'energie par le systeme. L'expression (4.31) montre que le gaz d'electrons peut 
absorber de l'energie a certaines frequences et longueurs d'onde particulieres. Suivant les cas, 
cette absorbtion est proportionnelle a la frequence ou a son carre. 
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4.3 Theorie de Landau des liquides de Fermi 

4.3.1 Proprietes d'un gaz d'electrons metalliques, similitude avec un 
gaz d'electrons libres 

II est en realite etonnant que les proprietes thermodynamiques elementaires des metaux simples 
(Na, K, Cu, Au, etc) sont tres bien expliquees par le modele le plus naif qui se puisse concevoir: 
celui des electrons libres. On neglige les potentiels des ions, l'interaction de Coulomb entre les 
electrons de conduction, ainsi que les interactions avec les electrons des niveaux remplis, et on 
calcule simplement les proprietes d'un systeme d'electrons libres. On trouve dans ce modele que 
la chaleur specifiquc clcctronique est proportionnelle a la densite d'etats a l'energie de Fermi et 
a la temperature, et que la susceptibilite magnctiquc est proportionnelle a la densite d'etats, et 
est independante de la temperature: 

cv = 2 -* 2 klN(e F )T = ^ 7 T, X = 2^(e F ), 

ou Af(e-p) est la densite d'etats par unite de volume et par spin, 

mkv 777 / o \ i 

avec n la densite electroniquc. 

Experiment alement on constate que ces proprietes se retouvent bien dans les metaux simples, 
et on observe seulement une petite renormalisation des coefficients, que Ton parametrise par 
une masse effective m* des electrons. Les valeurs de m* sont tres proches de m, comme on peut 
le voir dans le tableau suivant. 

Element K Rb Cs 



7cxp / 7 = 7777777 1.25 1.26 1.43 



Cette propriete des metaux simples est en fait extremement etonnante, quand on pense que 
l'energie de Coulomb entre electrons est du mcmc ordrc de grandeur que lcur cncrgic cinetiquc. 
Comment peut-on la negliger? 

Le fait est que les proprietes thermodynamiques d'un systeme a basse temperature ne sont pas 
lies directement aux proprietes de son etat fondamental, aussi complexe puisse-t-il etre, mais 
bien plutot aux proprietes de ses premiers etats excites, que tres souvent on peut decrire assez 
bien comme une superposition d' excitations elementaires. 

Pour fixer les idees, pensons a un gaz d'electrons libres. A T = 0, le systeme se trouve dans son 
etat fondamental: la sphere de Fermi est remplie jusqu'au vecteur de Fermi /cf- Les premiers 
etats excites se construisent en vidant un certain nombre d'etats dans la sphere de Fermi, et en 
occupant des etats pour k > fcp comme illustrc sur la figure 4.3. 

On peut decrire cet etat par la superposition de plusieurs excitations elementaires, chacune 
correspondant a l'excitation d'un electron a un etat k > k-p (excitation d'un paire electron-trou) . 
Un etat excite du systeme correspond a un etat avec une ou plusieurs excitations elementaires. 
La difference d'energie entre l'etat fondamental et l'etat excite est donnee par: 

SE = ^2 e k Sn k 

k 

ou 5nk = ou 1 pour > £p et 5nk = ou — 1 pour e k < £f- Par exemple, pour une seule 
excitation clementaire, nous avons: 

SE = Efej — £fe 2 
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Fig. 4.3 - Excitations element aires de la sphere de Fermi. 



ou k\ > k-p et &2 < &f- Les proprictcs thermodynamiques d'un gaz d'electrons libres sont 
enticremcnt detcrminees par lcs proprieties de ces excitations elementaires. 

L'idee geniale de Landau a ete de postuler, sur ces bases empiriques, que pour un metal normal 
(en fait sa theorie a ete initialement formulee pour l'Helium 3), quelles que soient les complexites 
de l'etat fondamental, les excitations elementaires sont analogues aux excitations electron-trou 
d'un systeme d'electrons libres. 

On entend souvent aujourd'hui les expressions "liquide de Fermi" ou "non-liquidc de Fermi" . 
Ces expressions s'appliquent a des systemes qui obeissent ou non a cette hypothese de Landau. 
Nous developperons plus loin dans le cours des criteres pour cela, et nous rencontrerons des 
excmples de "non-liquide de Fermi". 

4.3.2 Theorie de Landau 

L'hypothese fondamcntalc de la theorie de Landau des liquides de Fermi est qu'il existe des 
excitations elementaires, ou quasi-particules, en correspondance biunivoque avec les excitations 
d'un gaz d'electrons sans interactions. On caracterise ainsi un etat excite a basse temperature 
par une suite de nombres, qui donncnt lc nombre d'occupation des quasi-particules. Nous ne 
voulons pas ici discuter cette theorie en details, mais seulemcnt en indiquer les grandes ligncs. 
On demontre tout d'abord que les quasi-particules obeissent a la statistique de Fermi. On ecrit 
ensuite 



ou Eq est l'energie de l'etat fondamental, e^ CT est l'energie d'excitation d'une quasi-particule 
et f aa /(k,k') decrit l'interaction entre les quasi-particules. Ainsi, l'energie d'un etat excite est 
formee de deux termes: un terme qui correspond a la somme des energies de chacune des quasi- 
particules formant l'etat excite et un terme tenant compte de l'interaction des quasi-particules 
entre elles. 

Dcfinissons Eka de la maniere suivante: 



L'energie Ska est done l'energie d'une quasi-particule incluant son interaction avec toutes les 
autres quasi-particules presentes. Nous pouvons alors reecrire SE sous la forme: 



Nous separons le terme d'interaction entre quasi-particules en termes direct et d'echange: 






f**>(k,k') = f%,(k,k') + f£i(k,k'). 
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Pour le cas d'un systeme homogene et isotrope, nous pouvons montrer que 

2 00 

r £=0 

2 00 

/ -' (fc ' fe ' ) = ^;E^(cos0) 

ou Fj ir et F| ch sont les parametres de Laudau et les polynomes de Legendre (9 est Tangle 
entre fc et k'). La masse effective est donnee par m* = m(l + l-F^ir) e ^ ~^ es ^ ^ e volume. 

Cette theorie permet de calculer, par exemple, le rapport entre la susceptibilite magnetique \ 
d'un systeme d'electrons en interaction et celle d'un systeme sans interactions xo'- 

X m*/m 
X~o = l + F° ch 

Pour la compressibilite electronique k, le rapport correspondant est: 

K m* jm 

Nous verrons plus tard dans ce cours que F approximation de Landau a une justification tres 
profonde dans l'optique du groupe de renormalisation. 

Le formalisme de la fonction de Green nous permet de preciser les conditions dans lesquelles la 
theorie de Landau est valable. Nous avons vu que, de fagon tout-a-fait generale, 

1 _ huj - e k - ReE fc (o;) + iImS fe (w) 

k[LU) ~ huj - e k - EfcH ~ [hw - e k - Re E fc (cj)] 2 + [ImS fc (w)] 2 ' 

Nous avons des quasi-particules lorsque Gfc(w) possede un pole bien defini pour des vecteurs k 
tels que £fe ~ ep. Cette condition est satisfaite si le denominateur de Gfc(w) s'annule "presque" 
a l'energie hu; = E k , autrement dit si l'equation hu — e k — ReSfc(w) = a une solution bien 
definie, pour laquelle on peut ecrire 

E k -e k -ReZ k (E k ) = 0, et si ImE fc (£ fc )«0 

pour k proche de kp. Si les equations ci-dessus ont une solution, alors G possede un pole en 
E k et le comportement de G autour de fuv = E k est 

n (, ,\ iTk 

^fel^J — "fi 77 12 i -p2 ■ 

[huj - E k \ A +TI 

11 s'agit d'une Lorentzienne centree en E k et de largeur T k = lm'E k (E k ) ou, comme nous l'avons 
deja discute au paragraphe 3.2.3, r k = 1/T k correspond au temps de vie de la quasi-particule. 
Ainsi plus la Lorentzienne est etroite, plus la quasi-particule est stable. Lorsque G possede des 
poles bien definis pour les vecteurs d'onde k proches de fep, et si T k — > pour k — > fep, alors la 
theorie de Landau est applicable. 



Jusqu'ici, nous avons vu les theories Hartree-Fock, RPA et de Landau, qui sont toutes des 
theories de "champ moyen" . Nous entendons par la que toutes ces approchcs reviennent a 
considerer des particules independantes (electrons ou plus gencralcmcnt quasi-particules) qui 
se deplacent dans le champ moyen produit par toutes les autres. On parle egalement parfois 
de "theories de champ moleculaire" ou encore "theories de bandes" . Toutes ces approches sont 
valables lorsque les correlations electroniques ne jouent pas un role important. 

11 cxiste une autre theorie qui leur est apparentee: la theorie de la fonctionnelle de densite. Bien 
que celle-ci soit en fait tout-a-fait generale, elle est toujours appliquee dans une approximation 
equivalente a une approximation de champ moyen (l'approximation de la densite locale, LDA). 
Nous l'etudions done aussi dans ce chapitre dedie aux theories de champ moyen. 
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4.4 Theorie de la fonctionnelle de densite 

Dans la theorie de la fonctionnelle de densite, les proprietes de l'etat fondamental sont ex- 
primees en fonction de la densite electronique p(r) ou de la densite de spin p a {r). Thomas et 
Fermi sont les premiers a avoir propose une theorie qui va dans ce sens, mais elle s'est averee 
defaillante sur de nombreux points. Plus tard, Hohenberg, Kohn et Sham ont repris cette idee 
et propose une theorie plus elaboree qui permet de mieux tenir compte de l'energie cinetique et 
de l'energie d'echange et de correlation. Avant de voir cela, nous allons tout d'abord introduire 
sommaircment la notion de fonctionnelle. 



4.4.1 Qu'est-ce qu'une fonctionnelle? 

Une fonction / dependant de n variables x\, x 2 , ■ ■ ■ , x n peut etre developpee en serie de Taylor: 
f{x u ...,x n ) = f(x1, ... lX ° n )+J2 ^T 5x i + \ dxjx 6X16X3 + ' ' ' 

Une fonctionnelle est une fonction / dependant de toutes les valeurs que prend une autre 
fonction g. Une fonctionnelle est done une fonction d'une infinite de variables, les valeurs de g 
en une infinite de points r dans un intervalle donnc. De manicrc puremcnt heuristique, nous 
pouvons dans un premier temps discretiser les valeurs de r et ecrire: 

f[g] = f(g(ri),g(r 2 ), ...) = f{g ri ,9r 2 , •••)• 
Nous pouvons aussi faire un developpement en serie: 

f(g ri ,g r2 , ...) = f(g° ri ,g r2 , ...) + £ £-6g ri + ... 

i og r% 

Si l'indicc de sommation devient continu, alors nous ecrivons: 

M - m + / *■ ^9{r) + \ J d r d r> Ig ^ ) S 9 (r)Sg(r' ) + 

Nous voyons que la variable r joue le role d'indice, et que la fonction g joue le role des variables. 
Ainsi, la grandeur Sf/6g(r), appelee premiere derivee fonctionnelle de /, decrit la fagon dont / 
depend de la valour de g en un point r particulicr, a l'ordrc lineairc. De mcmc, S 2 f / 8g{r)8g{r') 
est la dcuxicmc derivee fonctionnelle, etc. L'cxcmplc le plus simple de fonctionnelle est une 
integrate: 

f[9} = Jdra(r)g(r) Sf = J dr a(r)5g(r) -^-^=a(r). 



4.4.2 Approximation de Thomas-Fermi 

La demarche generale que nous adoptons est done de tenter d'ecrire l'energie totale d'un 
gaz d'electrons inhomogene dans l'etat fondamental comme une fonctionnelle de la densite 
electronique p(r): Eq = Eo[p]. Si une densite p(r) quelconque est donnee, cette fonctionnelle 
permet de calculer explicitement l'energie totale. Parmi toutes les densites possibles, il s'agit 
ensuite de trouver cellc qui donne l'cncrgic totale la plus petite, autrcmcnt dit il faut minimiscr 
la fonctionnelle sur l'ensemble des densites p(r) possibles. Evidemment, la forme exacte de E n {p] 
n'est pas connue et l'cfficacite de la methode repose sur le choix d'une bonne approximation 
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pour i?o[p]- L'approche de Thomas-Fermi consiste a faire le choix le plus simple pour cette 
fonctionnelle. 

L'energie d 'interaction d'une densite de charge p(r) avec un potentiel exterieur donne V(r) 
(par exemple le potentiel associe aux noyaux dans un solide) est donnee par J dr V{r)p(r). 
Ce terme donne un premiere contribution a l'energie totale. Pour tenir compte de maniere 
approximative de l'interaction coulombienne entre les electrons, nous y ajoutons le terme clas- 
sique | J drdr' Vcb(\r — r'\)p(r)p(r') ou Vcb(^) = e 2 /(47re r) est le potentiel de Coulomb. Nous 
voyons que ces deux premiers termes sont en effet des fonctionnelles de la densite p{r). 

II manque encore a notre fonctionnelle l'energie cinetique des electrons ainsi que la difference 
entre l'energie coulombienne exacte et le terme coulombien classique. Cette derniere contri- 
bution, qui contient en particuler l'energie d'echange, est negligee dans 1' approximation de 
Thomas-Fermi. Pour l'energie cinetique, nous procedons par analogie avec le gaz d'electrons 
homogene. Dans ce cas, nous avons vu [equation (4.14)] que l'energie cinetique par particule 
est proportionncllc a ns ou n est la densite. Done l'energie cinetique par unite de volume est 
proportionncllc k x n — . Dans le cas ou p(r) varic lentcment dans l'espace, nous pouvons 
supposer que ce resultat est encore valable. Sous cette hypothese, la densite d'energie cinetique 
au point r est proportionnelle a p$ (r). 

En regroupant les trois termes discutes ci-dessus, nous obtenons la fonctionnelle suivante: 

E v [p]=a J drp*(r) + J drV{r)p{r)+b J drdr' P ^ P ^ , (4.32) 

avec a = (3a ni h 2 ) / (10m) et b = e 2 /(87re )- Soulignons le fait que Ey[p] ne contient pas de 
terme d'echange, mais que celui-ci pourrait etre ajoute en faisant le meme raisonnement que 
pour l'energie cinetique a partir de l'equation (4.15). 

Nous voulons maintenant minimiscr la fonctionnelle -Ey[p] sur l'cnscmblc des densites p(r) 
"acceptables" . Par "acceptables" , nous entendons que p(r) doit en principe posseder certaines 
proprietes (comme par exemple d'etre continue). Ici, nous nous contentons d'exiger que p(r) 
corresponde a un nombre fixe de particules N, e'est-a-dire que / dr p(r) = N. Le minimum de 
Ey pour des p{r) satisfaisant cette condition est obtenu en resolvant l'equation 



Ev\p\-n J drp{r)\ = 0, 



ou p, est un multiplicateur de Lagrange, dont la valeur doit etre determinee apres coup en impo- 
sant la condition de normalisation de p. En appliquant les principes du paragraphe precedent, 
nous trouvons que cette equation est equivalente a: 

%api{r) + V{r) + 2b ( dr' . P ^'\. -p = 0. (4.33) 
J \r-r'\ 

Le troisieme terme n'est rien d'autre que le potentiel de Hartree que nous avons deja rencontre: 
Vu(r) = j^- J dr' p{r')/\r — r'\. Avec la relation V£(l/|r — r'\) = — Ait5{r — r'), nous en 

deduisons V 2 Vh(»") = — ^p( r ), qui n'est autre que l'equation de Poisson. Nous avons done la 
relation p(r) = -^VVhM, avec laquclle nous pouvons eliminer p(r) et reecrire (4.33): 



rV"y H (r)j ' + ^(r) + Vk(r) - p = 0, 
ou encore, en introduisant explicitement la valeur de a: 



eo V 2 %(r) = -^^ N ) [//-rirl-lnir.p 



(4.34) 
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C'est l'equation de Thomas-Fermi, qui est line equation differentielle pour Vn(r). 

Curicuscmcnt, la formulc (4.34) a ete surtout utilisee pour l'ctude des proprictcs dcs atonies 
isoles, alors que nous l'avons supposee valable pour des densites presque uniformes. Appliquee 
a dcs systemcs presque uniformes comme les metaux, en revanche, cette formulc donne de 
mauvais resultats, essentiellement parce que la fonctionnelle (4.32) ne constitue pas une bonne 
approximation pour l'energie cinetique. La theorie de Thomas-Fermi a ete remplacee par une 
theorie exacte: celle de Hohenberg, Kohn et Sham. 

4.4.3 Theorie de Hohenberg-Kohn-Sham 

Theoremes fondamentaux 

Theoreme 1 L'energie de l'etat fondamental d'un systeme d'electrons en interaction dans un 
potentiel exterieur V(r) peut etre ecrite sous la forme: 



E v [p ] =F[p ]+ / drV(r) Po (r) 



oil F[po] est une fonctionnelle universelle de po (c'est-a-dire independante de V) 
et po(r) est la densite dans l'etat fondamental. 

Theoreme 2 Si nous considerons la densite p(r) comme une variable dans Ey [p], alors Ey [po] 
peut etre obtenue en minimisant £V[p] sur l'ensemble des densites: 



E v [p ] = mmE v [p] 



Ces deux theoremes etablissent la validite de la methode des fonctionnelles de densite en 
dcmontrant l'existence (theoreme 1) et la propriete variationnellc (theoreme 2) de la fonction- 
nelle energie. Pour demontrer ces deux theoremes, nous allons devoir tout d'abord demontrcr 
un lemme: 

Lemme 2 Soit Tiy = "Ho + 7~(-ch + V l'Hamiltonicn decrivant le systeme pour un potentiel V(r). 
Alors nous avons: 

{Hv}^{mv}^{pv}, (4.35) 

ou {TLv} est l'ensemble des Hamiltoniens obtenus avec tous les V(r) possibles, 
{|"0o)v} l'ensemble des etats fondamentaux correspondant a chacun de ces Hamil- 
toniens et {pv} l'ensemble des densites correspondant a chacun de ces etats fonda- 

A 

mentaux. La notation < — > signifie qu'il existe une relation bijective entre les differents 
ensembles. Ici, nous supposons que \ipo)v, l'etat fondamental de Tly est non degenere. 
Le theoreme de Hohenberg-Kohn peut se demontrer dans le cas general. 

Demonstration du lemme. — Nous devons voir que nous avons bien des bijections pour A et B 
dans (4.35). Ces bijections reviennent a dire que pour chaque V(r) il y a un et un seul j^o) et 
que pour chaque |"0o), il y a un et un seul p. La demonstration dans le sens de gauche a droite 
est triviale avec l'hypothese que \i^o)v est non degenere: 

7-iv -> \ipo)v -> Pv = v{il>o\4>\r)%l)(r)\%l} ) v . 

Nous avons ainsi trivialcmcnt: 

{Hv} ^ {Wo)v} ^ {pv}- 



2. Le lemme est vrai sous certaines conditions d'analyticite pour V(r) que nous supposerons remplies. 
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Pour la demonstration dans le sens de droite a gauche, nous allons proceder par l'absurde. 

Supposons d'abord que l'application A ne soit pas bijective. Cela signifie qu'il existe dans 
{|V'o)y} au moins un etat |^o) qui est l'etat fondamcntal de deux Hamiltoniens differents TL et 
TC', c'est-a-dire dont les potentiels V(r) et V'(r) different par plus d'une constante (en effet, si 
V(r) = V'(r) + cste, les deux Hamiltoniens TL et TC sont les memes, le zero de l'energie etant 
juste deplace). Nous avons done 

(Wo+Wcb + V)|Vo) - Wo) 
(Wo + ^cb + V')|Vo> = KW)- 

En soustrayant les deux equations, nous obtenons 

(V - V')|Vo) = W\iJj ) = (E - E' )\i> ). 

Nous voulons montrer que cette relation implique que W(r) est une constante, ce qui contredit 
notre hypothese et demontre done la bijectivite de A. Supposons, pour fixer les idees, que nous 
avons un systeme de N electrons sur un reseau forme des points {rx, ■ ■ • ,tm} avec M J? N. 
L'etat \ipo) peut se developper sur la base des etats antisymetriques (determinants de Slater) 
\r h ,. . . ,r iN ) selon 

M M M 

KM = Y •••> r ^)l r <i> ■■■i'tIn) = jjY Y 4>{rii, ■■■,r lN )\ri 1 , ...,n N ). 

Ti occupe 

En effet, si ip '(ri) cree un electron au site 7% et n(r,-) = ip'(ri)ip(ri), nous avons 

M 

n(r i)\ip ) = ^(ri)tp(r t )\ip ) = ^ cj){r tl , . . . , r tN )\r^ , . . . , r trf ) 

£i,...,£n = 1 
Ti occupe 

M 

^^(r^VKOI^o) =N\ip ) = Y •••' r ^)l^i> ■■■,fe N )- 

1 % ti,...,e N =i 

Ti occupe 

D'apres la formule (3.26) nous avons 

M M 

W = J2 W(r t )^(r t )i;(r t ) = ^ W(ri)n(r,). 

4=1 1=1 

Ainsi 

M M 

WIV'o) = Y Y W(ri)<t>(r ei , ...,r eN )n(ri)\r h , ...,r ttr ) 

2 = 1 tl,...,ls=l 

M M 

= Y Y w ( r i)Hrt,, ...,r fN )\rt,, ...,r ts ) 
1=1 e u ...,e N =i 

r-i occupe 

= (Eo-E' Q )\^ ) 

M M 

Y (E - E' )cj)(r ei , ...,r tN )\r tl , ...,r trf ). 



N . 
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En comparant les deuxieme et derniere lignes, nous voyons que W(r,-) = (Eq — E' )/N car les 
\r£ 1 , . . . , ri N ) forment une base. Ainsi, W(r) = cste, ce qui montre la bijectivite de A. 

Demontrons maintenant la bijectivite de B. A nouveau, nous supposons que B n'est pas bijec- 
tive, ce qui signifie qu'il existe dans {pv} au moins une densite p(r) qui correspond a deux etats 
differents \ipo) et \tp' ) dans {IV'cOv}- Par la bijectivite de A, nous avons done deux potentiels 
differents V(r) et V'(r) correspondant a |V>o) et \ip' ). Nous pouvons ecrire: 

E = (ih\Hv\fM < W \HvW ) = W \Ho + Hcb + V + V'-V'\%) 

< (^IWvIVo) + ¥o\V - V|$>) = E' + (/ |V - VK> 

< E' + J dr [V(r) - V'{r)] p(r). (4.36) 

De meme, 

E' = {iP' \H v >W ) < (Vto|Wv|Vto) = <Vto|Wo + Wcb + V + V-V|Vto) 

< (^\H v \ipo) + (ifo\V - v l^o) =E Q + (ip \V - VjVo> 

< E Q + [ dr [V'(r) - V(r)] p{r). (4.37) 



En combinant (4.37) et (4.36), nous trouvons 

E -E' > J dr [V(r) - V'(r)] p{r) > E - E' , 
ce qui est contradictoire. Done la relation B est bijective. 

Demonstration du theoreme 2. — Grace au lemme, nous avons pour une observable O quel- 
conquc les relations: 

p{r) - \UP\) - (MP}\0\MP}) = 0[ P ], 

ce qui montre que toute observable est une fonctionnelle de la densite, i.e., si p(r) est donne, 
nous pouvons en principe calculer O. Ceci est vrai, en particulier, pour O = Jiv, de sorte que 

(MpWHv\Mp)) = Ev[p] 

est bien une fonctionnelle de p. Considerons un potentiel Vq fixe et supposons que la densite 
dans l'etat fondamental de TLv est Po- La fonctionnelle £V [/o] fait correspondre a chaque p{r) 
de l'ensemble {pv} defini plus haut une certaine energie E par la relation 

p(r) -> \Mp}) -^E= (Mp]\Hv \Mp}) = EvM- 

Parmi tous les | Vo) de {|^>o)v}, celui qui minimise (ipo\Hv \if>o) est evidemment l'etat fonda- 
mental de Hv , e'est-a-dire | V'o [po]) ■ Nous avons done 

EvoiPo] = (V'oboKWvoMA)]) < E Vo [p] V> ^ p Q . 

Ainsi, parmi toutes les densites possibles, celle qui correspond a l'etat fondamental de TLv est 
celle qui minimise £V [p]. Ceci demontre le theoreme 2. 

Demonstration du theoreme 1. — Pour un V donne, la fonctionnelle energie peut s'ecrire sous 
la forme: 

Ev{p] = (Mp}\n Q + H cb \Mp}) + J drV{r)p{r) = F[p] + J drV{r)p{r). 

Comme P application B qui lie p a |"0o[/o]) ne depend pas de V (la fonctionnelle est dermic en 
prenant toutes les valeurs possibles de y), on a immediatement que F[p] est un fonctionnelle 
universelle. II faut par contre insister sur le fait que F depend de Ho + Hcb- 
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Equations de Kohn et Sham 



L'idee de base de Kohn et Sham est de representer un systeme de N electrons en interaction 
dans un potentiel exterieur V(r) par un systeme auxiliaire de ./V electrons sans interactions 
se deplacant dans un potentiel effectif V c ff(r). Pour des electrons sans interaction (Ticb = 0), 
tous les raisonnements ci-dessus restent valables et la fonctionnelle F[p] se reduit a l'energie 
cinetique de N electrons independants; nous l'appellerons To[p\. Pour les electrons "fictifs" de 
Kohn-Sham, la densite est done obtcnue en minimisant la fonctionnelle 



EvM = MP] + J drV eB (r)p{r). 



(4.38) 



Comme ce sont des electrons independants, nous pouvons simplement resoudre l'equation de 
Schrodinger a une particule: 



h 2 V 2 

2m 



+ V e $(r) 



ip\(r) = s\tp\(r) 



(4.39) 



et calculer la densite comme (le facteur 2 vient du spin): 




(4.40) 



Cette densite est normalised a N et minimise la fonctionnelle (4.38); elle verifie done l'equation 
5 {Ev Blt [p] — p-eff J dr p(r)} = 0, autrement dit 



ST [p] 
5p(r) 



+ V e g(r) - p cS = 0. 



(4.41) 



Nous reecrivons maintenant la fonctionnelle d'energie des electrons en interaction comme 

1 ' jp{r)p{r') 



E v [p] = T [p] + J drV(r)p(r) 



drdr 



r — v 



E xc [p] 



= T [p] + J dr [V(r) + ±Vn[p](r)] p(r) + E xc [p}. 



(4.42) 



Le potentiel de Hartree est defini comme dans 1' approximation de Thomas-Fermi et nous avons 
explicitcment indique qu'il depend de p. En (4.42), nous avons simplement extrait de F[p] 
le terme To[p] ainsi que l'energie coulombienne classique. Le terme E xc [p], appele fonctionnelle 
d'echange-correlation, conticnt le reste. Afin que la dentite p(r) des electrons fictifs soit la mcme 
que celle des electrons en interaction, nous demandons que p minimise aussi la fonctionnelle 
(4.42), ce qui impliquc 



5p(r) 



8p(r) 



(4.43) 



Le facteur \ disparait, comme dans (4.33), car l'energie de Hartree est propertionnelle a p 2 . En 
climinant le terme STq[p\ / S p(r) entre les equations (4.41) et (4.43), nous trouvons le potentiel 
effectif de Kohn-Sham: 



V eB (r) = V(r) + V K [p}(r) + V„\p](r), V„\p](r) 



SE xc [p] 
5p{r) 



{AAA) 
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Nous avons omis la constante sans importance /x e g — p qui ne fait que deplacer le zero de 
l'energie. Les equations (4.39), (4.40) et (4.44) sont les equations de Kohn-Sham. Elles doivent 
etre resolues de facon auto-coherente car lc potcnticl V c ff qui permet de calculer la densite 
depend lui-meme de la densite. Avec ces equations, le probleme consistant a determiner la 
densite (et l'energie) dans l'etat fondamcntal pour un systeme de 7V-particules est remplage par 
un ensemble equivalent d'equations auto-coherentes a une particule. Par rapport a la theorie de 
Thomas- Fermi, la superiority des equations de Kohn-Sham vient du fait que To[p] est une bien 
mcilleure approximation pour l'energie cinetique que J dr pz{r). Explicitcmcnt, nous avons 

N/2 fi 2 V 2 
T \p] = 2^x1--— |Va>. 

A=l 

D'apres (4.39), les de meme que les ex, sont bien des fonctionnelles de p (bien qu'assez 

compliquees) dans le sens qu'ils sont uniqucmcnt determines par la donnee de p{r). En utilisant 
(4.39), (4.40) et (4.44) nous pouvons reecrire 

N / 2 h 2 V 2 N/2 

T [p] = 2j2{i>\\-^— + Ves\i>\)-2j2^ V °^ 

A=l 171 A=l 

N/2 



2 E £ a- I dr [V{r)+Vn[p]{r) + V^[p]{r))p{r). 



A=l 

Ainsi, l'energie de l'etat fondamental devient d'apres (4.42): 

N/2 



E v [p}=2j2ex- [ dr [|y H M(r) + 7«[p](r)] p(r) + E KC [p]. (4.45) 

A=l J 



Approximation de la densite locale (LDA) 

Dans la forme donnee ci-dessus, les equations de Kohn-Sham nc sont pas directement utilisables 
car la fonctionnelle d'echange-correlation E xc [p] n'est pas connue et le potentiel V e g(r) ne peut 
done pas etre calcule. Rappelons que cette fonctionnelle est definie par 

E KC [p] = F[p] -T \p]-\J dr Vn[ P ]{r)p{r). 

Ellc contient done un terme cinetique (la difference entre l'energie cinetique exacte du systeme et 
To[p]) et des termes coulombiens (en particulier le terme d'echange). Pour donner une approxi- 
mation de E KC [p], l'approche la plus simple est la meme que celle utilisee pour l'energie cinetique 
dans 1' approximation de Thomas-Fermi: nous supposons que la densite d'energie d'echange- 
correlation au point r est la meme que celle d'un gaz d'clectrons homogene de densite p(r), ce 
qui est en principe valablc pour des densitcs lentcment variables dans l'cspace. Connaissant la 
fonction e xc (n) qui donne l'energie d'echange-correlation par particule pour le gaz homogene de 
densite n, nous definissons 

Ei. DA M = jdre : , c (p(r))p(r) 

«2f*HM - ^^-s^»W>- 

Le calcul de e KC (n) est lui-meme difficile, mais peut etre effectue une fois pour toutes par des 
mcthodes numcriqucs et parametrise par une fonction analytique de n. Nous pouvons en donner 
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une premiere estimation en ne retenant que le terme d'echange calcule en (4.15): 

3§ e 2 

£x(n) = T — n 1/z = -an 1/3 , 

167T3 eo 

de sorte que E^ DA [p] = -aJ dr pi(r) et V^ DA [p](r) = -|aps(r). 

Dans 1' approximation LDA, le potentiel d'echange-correlation au point r ne depend que de la 
densite au point r: il est done local et facile a calculer une fois que p(r) est donnc (il est meme 
plus facile a calculer que Vh [p] (r) qui, lui, depend de la densite dans tout l'espace) . Globalement, 
les equations de Kohn-Sham sont ainsi plus aisees a resoudre que celles de Hartree-Fock dans 
lesquelles le potentiel d'echange est non-local, et permettent d'aller au dela en incluant aussi 
un terme de correlation. 



Approximation de la densite de spin locale (LSD) 



Jusqu'a present, nous nous sommes limites a un Hamiltonicn independant du spin et nous 
n'avons done par considere la possibilite que P]{r) ^ Plkf)i ce apparait notamment en 
presence d'un champ magnetique H. Dans ce cas, l'equation de Schrodinger a une particulc 
(4.39) est remplacee par les deux equations (a = f , |): 



2m 



- p B v ■ H + V eS , a (r) 



l'equation (4.40) devient 



r (r)= J2 IV^(r)| 2 , 



£a<t<£f 



et le potentiel effectif (4.44) devient: 

V e sAr) = V{r) + Vn[p](r) + V XCt<T \p](r), 



(4.46) 
(4.47) 

(4.48) 



ou p = P] + Pi- Comme dans l'approximation LDA, nous ecrivons le potentiel d'echange- 
correlation comme 

Nous avons maintenant des equations auto-coherentes couplees a resoudre, car l'equation (4.46) 
pour a = t depend de pi a travers V^bf et reciproquement. 

Nous donnons encore, a titre indicatif, une parametrisation de ^^^(r) bascc sur des calculs 
numcriques: 



V^[p](r) = - 



1.222 Ry 



1 S{r a ) C 



31 ±0.297 C 



(4.49) 



ou r s caracterise la densite totale au point r selon |7r(r s ao) = l/p(r) (voir p. 66), £ = 
[pi(r) — Pi(r)]/p(r) decrit la polarisation de spin et le signc + (— ) s'applique pour a = f 
((T = |). Les fonctions (3 et S sont: 



(3{r s ) 



1 + 0.0545 r s In 1 



1.14 



8{r s ) = 1 - 0.035 r s 



1.36 r s 
l + 10r. 



Sur la figure 4.4, nous pouvons voir l'cncrgic de liaison de la molecule H 2 calculec avec diverses 
approximations, dont l'approximation LSD. (II n'y a pas de champ magnetique ici, mais l'ap- 
proximation LSD est quand-meme indispensable: en LDA, lorsquc les deux H sont eloignes, 
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Fig. 4.4 - Energie de liaison de la molecule H 2 en fonction de la distance inter atomique R 
mesuree en rayons do Bohr. Comparaison des approximations Heitler-London (HL), Hartree- 
Fock (HF), et LSD avec le resultat exact. 



on aurait un dcmi electron up ct un demi electron down sur chaque proton pour satisfaire la 
condition — Pi', la LSD, par contre, permet d'avoir un electron up sur Fun des H et un down 
sur l'autre, comme il se doit.) 

Voici encore les energies de liaison de quelques molecules diatomiques obtenues dans F approxi- 
mation LSD: 



Molecule 


B 2 


c 2 


N 2 


o 2 


F 2 


LSD 


3.9 


7.2 


11.3 


7.5 


3.3 


Experience 


2.9 


6.2 


9.9 


5.2 


1.7 
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CHAPITRE 5 



Systemes electroniques fortement 
correles: introduction et 
exemples 



On pcut dcfinir lcs systemes electroniques fortement correles comme les systemes pour lcsqucls 
une approximation de champ moyen ne donne pas de bons resultats, mcme qualitativement. 

Les correlations electroniques jouent un role important dans un solide lorsque la repulsion cou- 
lombicnnc U entre deux electrons sur un meme atome est grande par rapport aux energies 
associccs a l'hybridation des orbitales d'atomes voisins, qui donne lieu aux bandes d'energie de 
largeur W des electrons de conduction. Pour les systemes qui possedent des electrons 4/ ou 5/ 
tres localises, comme les terres rares, on s'attend a ce que U/W soit grand. Des systemes avee 
des electrons d peuvent aussi etre fortement correles. Lcs fortes correlations entre electrons per- 
mettent de comprendre pourquoi certains alliages qui sont des conducteurs d'apres les modeles 
d'electrons independants, comme le CoO ou le La 2 Cu04, sont en realite des isolants. 

Avant de fairc un tour d'horizon des proprietcs phcnomcnologiqucs de certains systemes mon- 
trant de fortes correlations, nous allons etudicr un exemple simple qui pcrmet de saisir l'csscnticl 
de la physique. 

5.1 Exemple introductif: deux electrons, deux orbitales, 
dont l'une avec une forte repulsion coulombienne 

Le systeme fortement correle le plus simple consiste en deux electrons distribues sur deux 
orbitales notces / et I. L'orbitale / est supposee tres localisee par rapport a l'orbitale I qui est 
plutot etendue: 



Fig. 5.1 - Systeme de deux orbitales dont l'une est tres localisee (f) et l'autre tres etendue (I). 
Nous supposons encore que l'energie de l'orbitale I est plus elevee que celle dans l'orbitale /: 




Ae = £;-£/> 0. 



(5.1) 
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Si les deux electrons se trouvent sur l'orbitale I, l'un avec spin up et l'autre avec spin down, 
l'energie coulombienne est petite car les deux electrons peuvent se tenir a bonne distance l'un 
de l'autre de facon a la minimiser. Dc mcmc, si l'un des electrons est sur l'orbitale / et le second 
sur I, la distance moyenne entre les deux est assez grande et nous pouvons negliger l'interaction 
coulombienne. Par contre, si les deux electrons sont sur l'orbitale / qui est tres localisee, il y a 
unc forte repulsion coulombienne U dont il faut tenir compte. L'Hamiltonicn du systeme est 



Hu — T^o + U 



(5.2) 



ou 



(5.3) 



correspond a l'energie cinetique et V a creent un electron de spin a dans les orbitales / et /, 
respectivement) et 

U = Un h n h (5.4) 

est l'energie coulombienne associee a la double occupation de l'orbitale /, avec nf a = flf a . 
Nous supposons U ^> As. 

Si l'on neglige U, l'etat fondamental est celui ou les deux electrons se trouvent sur l'orbitale 
/, avec une energie 2e/ et un spin total nul. C'est done un etat singulet (5 = 0, pas de 
degenerescence de spin). Si nous tenons compte de l'interaction de Coulomb sur l'orbitale /, 
l'etat fondamental est celui forme par un electron sur l'orbitale / et l'autre sur l'orbitale I, car 
ainsi l'energie de Coulomb est nulle. L'energie de cet etat est inferieure a celle de l'etat ou les 
deux electrons sont sur l'orbitale I en raison de la condition (5.1). 

II y a six etats quantiques possibles dans cc systeme: 



Configuration 



Etat(s) 



Energie Degenerescence 



2 electrons en / 
2 electrons en I 



2e f + U = E ff 
2ei = E u 



1 electron en / et 

1 electron en / 



/j I 

J in 



|0) 
|0> 



e f + ei= E 



L'etat fondamental d'energie E$ est quatre fois degenere. Nous pouvons changer de base dans 
ce sous-espace et former quatre nouveaux etats qui sont etats propres du spin total S: 



etat singulet (5 = 0) 



iv*=o> = 7i(/|4-/!4) 



etats triplet (5—1) 



IS ) 



/t i 



i 

V2 



{f]l\ + f\l\)\0) 



= /Mi 
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Schematiquement, nous avons pour les niveaux d'energie: 

2 6mc etat excite, E = E ff = 2e f + U 



l or etat excite, E = En = 2e; 

Etat fondamental 4 fois degenere, E — Eq — ei + et 

Si un champ magnetique H est applique au systemic scion l'axe z, les niveaux d'energie sont 
deplaces de gfiB(S z )H ct la dcgcncrcsccnce des trois etats triplet du niveau fondamental est 
done levee. Nous pouvons calculer la susceptibilite magnetique \s — d(M z ) /dH\o ou (M z ) est 
l'aimantation donnee par 

(M z ) = ^J2 e ~ 0En ^\MM, Z = Y J z~ 0En - (5.5) 

n n 

La somme s'etend sur les six etats \ip n ) et E n est l'energie de l'etat en presence du champ. 
La valcur moyenne dc l'aimantation est nulle pour les etats singulets qui ne contribuent done 
pas dircctcmcnt a la susceptibilite. Pour les etats triplets, l'aimantation vaut —g[iB(S z ) avec 
(S z ) = — 2,0, \ . En introduisant les valeurs de E n et de {tp n \M z \ip n ) dans (5.5) nous obtenons 

_ ^ B sinh(ig^ B /3ff) 



2 + 2cosh(i 5A i B /9-ff) + e-^ Ae + e ~^ u ~ A ^ 
Xs = %, pour fc B T«A £ , 

e'est-a-dire une susceptibilite de Curie. 

Nous allons maintcnant completer lc modclc en tenant comptc du couplagc cntrc les orbitales 
/ et / au moyen d'un terme de hopping V: 

Hv-v =Hu + Vj2(ltfa + fX)- (5-6) 

a 

V est l'energie associee au saut (hopping) d'un electron d'une orbitale a l'autre. Nous supposons 
que cette energie est petite par rapport a U. Pour resoudre le probleme en presence du terme de 
hopping, nous cxprimons PHamiltonien TLjj-v dans la base des etats propres de Tijj- Le terme 
de hopping V ajoute et/ou retranche 1 au nombre d'occupation des orbitales / et I; ses elements 
de matrice entre deux etats pour lesquels cette occupation est la meme ou differe par plus de 1 
sont done nuls. De plus, V conserve le spin total et sa projection S z . Ainsi, seuls ses elements 
de matrice entre deux etats de meme spin total sont non nuls. En fin de compte, V ne couple 
done que les deux etats excites avec l'etat fondamental singulet. Ceci nous donne un probleme 
a trois etats et nous devons considerer une matrice 3x3. (En fait, l'cspacc de Hilbert est de 
dimension 6, mais V n'agit que dans un sous-espace de dimension 3 selon l'analyse ci-dessus.) 
Pour simplifier le probleme, nous allons ignorer l'etat d'energie 2et + U et effectuer le calcul 
dans le sous-espace 2x2 forme de l'etat fondamental singulet et du premier etat excite. Le 
calcul exact incluant l'etat 2ef + U fait apparaitre des termes d'ordre V/U que nous negligeons. 
Le seul element de matrice qui reste a calculer est: 

* cr 

La representation de l'Hamiltonien dans notre sous-espace 2x2 est done: 

f E Q V2V 
Hu ~ V { V2V E U 
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Les valeurs propres satisfont l'equation det(Hu-v — Al) = 0, c'est-a-dire 

(E Q -\)(Eu-\)-2V 2 = 0, 

avec les solutions 

1 



A± 



E + E n ± V(E + E H ) 2 -4(E Eu-2V 2 ) 

1 



E + E n ± V(Eo ~ E u ) 2 + 8V 2 



e f + 3e l ±Ae\l + 



8V 2 
A^ 2 



Si 8V 2 <§C Ae 2 , nous pouvons developpcr la racinc: 



8V 2 . / 18V 2 



Nous obtenons finalement pour les valeurs propres 

2V 2 



Ae- 



AV 2 
~Ae~ 



ei-e f + 



AV 2 

a7 



2ei + 



Ae 



2V 2 _ - 
Eu + -r — = Eu 
Ae 



2V 2 _ 2V 2 _ ~ 

£ f + £ l X — Eq — = Eq. 

Ae Ae 



Pour les vecteurs propres, nous obtenons a l'ordre V 2 apres calculs: 

V 2 



|V>-> = Ho) 

IV>+) = \i>u) 

Nous avons alors: 



1 - 



A. 



2 , |^=o) - ^|Vh) 



^ IV>S=0> + 1- 



Ae 2 J 



et 



(i>u\n fl +n h \i> u ) 



2V 2 
Ae 2 ' 



Ainsi, non seulement la perturbation change les energies des etats, mais elle les melange aussi 
en ajoutant un peu d'etat / a \ipu} et en le retranchant de \ips=o)- Schematiquement, nous 
avons pour les energies: 



5 = 



3 6mc etat excite, E^2e f + U 



5 = 

5=1 
5 = 



2 6mc etat excite, E = E u + 2V 2 / Ae 

l cr etat excite 3 fois degenere, E = E 
Etat fondamental, E = E - 2V 2 /Ae 



Dans ce systeme, il y a deux temperatures caracteristiques T s et T c liees a deux types d'excita- 
tions: une excitation de spin (c'est-a-dire qui modific lc spin total sans changer la distribution de 
charge) peut apparaitre a la temperature k^T 8 = 2 J^r, et une excitation de charge (qui modific 
la distribution de charge, mais pas le spin) peut apparaitre a la temperature k^T c — Ae. La 
presence de ces deux types d'excitations est une propriete tout-a-fait caracteristique des sytemes 
de fcrmions fortement correles. A T = 0, l'etat fondamental est un singulet non magnetique et 
la susceptibilite magnetique est nullc. Pour T >T S , les etats singulet et triplets sont cgalement 
occupes, et la levee de degenerescence peut etre negligee. On retrouve alors une susceptibilite 
de Curie cx 1/T commc en 1' absence du terme de hopping. 
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Comparaison avec la theorie Hartree-Fock 

Pour traiter le probleme en approximation Hartree-Fock, il faut reecrire le terme coulom- 
bicn (5.4) en faisant l'hypothese que l'operateur densite rif varie peu autour de sa valeur 
moyenne (rif ) . Nous avons 



Un fr n h = U( {n h ) + n /t - (n fr ) ) ( (n fi ) + n fl - (n fl ) ) 

E<5n , 



ESn , 



Comme Srif est suppose petit, nous pouvons negliger le terme Sn^Sn^. En remplagant Srif 



par rit 



nous obtenons alors: 



Un f n fi « U((n h )(n fl ) + (n /T )n /; - (n /T )(n /A ) + (n /x )n /T - K>(" /t » 



Dans cette expression, les termes U(n^) et U(n^} sont les "champs moyens" vus par les 
deux electrons; ils doivent etre calcules de facpn autocoherente. Si nous supposons que (n^) — 

(rif ) = \ (ce qui est vrai pour l'etat fondamental |^ ) calcule plus haut), alors l'energie de 
Coulomb est non nullc memo s'il n'y a qu'un seul electron dans l'orbitale /, contraircment a cc 
qui se passe dans la solution exacte. 



En l'absence de champ magnetique, nous avons (rif ) = 



Pour simplificr, nous notons 



de sorte que Urif rif ~ Un(f^f^ + f\f\) — Un 2 . Si V = 0, nous pouvons 
ecrire l'Hamiltonicn (5.G) sous la forme: 

H = + Un)pJ a + - Un 2 , 

a a 

ou le dernier terme de l'Hamiltonien est une constante. Les differents etats possibles ont done 
les energies suivantes: 



Configuration 



Etat(s) 



Energie 



Degenerescence 



2 electrons en / 
2 electrons en I 



1 electron en / et 

1 electron en I 



l\l\\0) 



f\l\\0) 

/Mi ) 



1 E ff =2e f + U 

Eu = 2ei 

1/2 E f i=e f + ei + U/A 



Comme U est grand, e'est l'etat ZjjJ |0) qui est l'etat fondamental dans l'approximation Hartree- 
Fock, et nous avons schematiqucmcnt : 



2 bmc etat excite, E = 2e f + U 



l or etat excite 4 fois degenere, E = ef + ei + U/4 
Etat fondamental, E = 2ei 
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Nous voyons que l'approximation Hartree-Fock donne un resultat qualitativement incorrect, du 
au fait que lorsque le nombre d'occupation de l'orbitale / vaut n, alors celle-ci contient n/2 
electrons up et n/2 electron down, ce qui coute une energie Un. Qu'en est-il si nous tenons 
compte du terme de hopping? On peut faire un calcul tout-a-fait analogue a ce qui a ete fait 
precedemment et on trouve pour les valeurs propres, a l'ordre le plus bas en V, en negligeant 
les termes d'ordre Ae/U: 

2V 2 

X- = 2e, - — - Un 2 
Un 

2V 2 

\+ = E f + £ l + Un+— Un 2 

Un 

ou n est a calculer de facon autocoherente. Pour l'etat fondamental, on trouve a partir des 

fonctions d'onde que n — (jj) 3 , de sorte que A_ = 2ei — 3V^U^^. On voit que pour l'etat 
fondamental, n — > lorsque U — > oo et A_ — > 2e;. Pour l'etat excite, on trouve A+ — * oo pour 
U -> oo. 



5.2 Systemes electroniques fortement correles: quelques 
exemples actuels 

Les systemes electroniques fortement correles etudies aujourd'hui sont souvent (mais pas tou- 
jours) des non-liquides de Fermi et sont souvent (mais pas toujours) des systemes a dimension 
reduite (1 ou 2 dimensions). Nous allons tenter de survoler rapidement quelques exemples ac- 
tuels, puis nous en etudierons quelques uns plus a fond. Voici quelques exemples de systemes 
fortement correles: 

• impuretes magnetiques dans un metal (effet Kondo) 

• fermions lourds 

• systeme a 1-dimension ou quasi Id 

• gaz d 'electrons a 2-dimensions (effet Hall quantique) 

• supraconducteurs a haut T c 



5.2.1 Effet Kondo 

Pour des metaux conventionncls a une temperature pas trop elevee (T <C ODebye), la resistivite 
a le comportement: 

p = Po + AT 5 + BT 2 . 

Po est la resistivite residuelle aT = due aux impuretes, AT 5 est la contribution des phonons 
et BT 2 est la contribution des electrons qu'on attend pour un liquide de Fermi (en tenant 
compte de l'interaction de Coulomb). Ce dernier terme est difficile a mesurer dans la plupart 
des metaux. Graphiqucmcnt , nous avons ainsi pour la resistivite en fonction de la temperature 
une fonction monotone croissante comme sur la figure 5.2(a). 

Toutefois pour certains metaux contenant des impuretes metalliqucs, on a mcsurc une resistivite 
montrant un minimum a une certaine temperature T* [figure 5.2(b)]. Ce comportement est 
observe lorsque les impuretes sont magnetiques, par exemple des atomes de metaux de transition 
ou de terres rares. Un exemple bien connu est l'alliage Au-Fe (99%-l%). Ce phenomcnc est 
appele effet Kondo car c'est ce physicien japonais qui a au debut des annees 60 apporte la 
premiere explication de ce phenomene. 
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Fig. 5.2 - Resistivite en fonction de la temperature pour (a) un metal conventionnel et (b) un 
alliage or-fer (99%-l%). 

L'interaction entre le spin de l'impurete et le spin des electrons de conduction du metal est 
decrite a l'aide de l'Hamiltonicn: 



oii J est la constante de couplage, S est le spin de l'impurete et er est la densite de spin des 
electrons de conduction. Cet Hamiltonien est le plus simple qui tienne compte du couplage 
entre le spin d'une impurete et celui des electrons de conduction. II decrit ainsi la diffusion 
des electrons de conduction par un moment magnetiquc local du a l'impurete. Par un calcul 
perturbatif au second ordre que nous verrons plus loin, Kondo a montre que la resistivite 
additionnelle due a l'impurete est donnee par: 



avec d > 0. Pour T — > 0, — dh\T tend vers l'infini; la theorie de Kondo est done insuffisante 
a T = 0. Toutefois pour des temperatures faibles, mais pas trop, le resultat theorique coincide 
bien avec les mesures et produit en particulier un minimum de resistivite. Nous allons voir que 
l'Hamiltonien 7iu-v (5-6) peut se reduire a 7i s d pour certaines valeurs limites de U et de V. 
Nous verrons egalement la theorie de Wilson, basee sur la notion de groupe de renormalisation, 
qui permet d'analyser l'effet Kondo pour T — > 0. 

5.2.2 Fermions lourds 

De tels systemes contiennent generalement des elements avec des electrons 4/ ou 5/ tels que: 

Ce Yb U Np 
4/ 2 4/ 14 5/ 3 5/ 4 

Comme exemples caracteristiques de tels composes, nous avons CeAl3, CeCu2Si2, CeRu2Si2, 
CeCu6, YbAl3, YbCu2Si2, UBei3, UPta, NpBei3, ■ ■ ■ Dans chacun de ces exemples, nous avons 
toujours unc orbitale / trcs localiscc et unc orbitale moins localisee s, p ou d, d'oii l'utilite du 
modele etudie a la section 5.1. Par exemple, dans 1' alliage CeAl3, le cerium a une orbitale / et 
1' aluminium a unc orbitale p. 

Nous parlons de fermions lourds, car la masse effective m* des electrons est tres grande, typi- 
qucmcnt m* /m = 1000 ou m est la masse reelle de l'electron. Cette masse effective peut etre 
obtenue par des mesures de chaleur specifique ou de susceptibilite (voir page 75) qui donncnt 
les mcmcs result ats. La figure 5.3 montre la chaleur specifique du CeAl3, comparee a celle du 
LaAl3 qui n'a pas d'electrons /. 

A partir des valeurs mesurees de 7 et de la susceptibilite \s , nous pouvons former la grandeur 
R = (^ 2 k^Xs)/(3pBl) vaut 1 pour des electrons libres (voir page 75). Dans les systemes 
de fermions lourds, on trouve egalement R » f . De ces experiences de chaleur specifique et de 



Tisd = JS ■ cr 



PKondo — 



c\J\ 2 -dhxT 
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Fig. 5.3 - Chaleur speciGque du CeAl^ (combe du haut) et du LaAl^. La masse effective du 
compose est proportionnelle a la pente de la tangente en T = 0. 

susceptbilite, nous pourrions etre tentes de deduire que la densite d'etats de l'alliage CeAl3 est 
de la forme donnee dans la figure 5.4(a): une distribution plus ou moins uniforme avec un pic a 
l'energie de Fermi du aux electrons /. Toutefois, la densite d'etats mesuree par photoemission 
ressemble plutot a figure 5.4(b). La contradiction n'est qu'apparente: la photoemission mesure 



Fig. 5.4 - Densite d'etats attendue (a) et mesuree par photoemission (b) pour le CeAl 3 . 

uniquement les excitations de charge, alors que les grandeurs thermodynamiques sont sensibles 
a toutes les excitations de basse energie, telles que les excitations de spin ou les phonons. Commc 
le CeAl3 a deux electrons /, l'extraction de l'un des deux par photoemission abaisse l'energie 
du systeme de Ef + U — £f + U si la bande / se trouve au niveau de Fermi. On observe done un 
pic de photoemission a l'energie U au-dessous du niveau de Fermi. Si l'un des electrons a ete 
extrait d'une orbitale /, celui qui reste se trouve a l'energie £f et il peut etre extrait a son tour, 
donnant un pic en £p (ce pic est cependant faible car la probability d 'exciter deux electrons 
d'un meme atome est petite). 



5.2.3 Systemes Id ou quasi Id 

Comme nous le verrons plus loin dans ce cours, on peut demontrer rigoureusement que les 
systemes electroniques a une dimension ne sont pas des liquides de Fermi. L'interet pour les 
systemes fortement correles a donnc une impulsion tres forte a l'etude theorique et experimentale 
de systemes a base dimension. Parmi ceux-ci, on peut citer les nanotubes, que Ton obtient en 
enroulant des cylindres de graphite. Un plan de graphite est forme d'atomes de carbone en 
formation hexagonale [figure 5.5(a)]. Si on fait des ballons de ces plans, ballons contenant 60 
atomes de carbone, on obtient des "fullerenes" substances reperees en premier dans l'espace 
(pres de geantes rouges) et dont le nom vient de l'architecte R. Buckminster Fuller, celebre 
pour ses domes geodesiques. Si on fait avec ces plans de graphite des tubes, fermes a chaque 
bout par un dome, on obtient des nanotubes, systemes tres etudies a la fois au point de vue 
theorique et a cause des applications technologiques envisagees [figure 5.5(b)]. 
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(a) (b) 

Fig. 5.5 - (a) Structure atomique hexagonale du graphite, (b) Structure atomique d'un nano- 
tube de carbone et image d'un nanotube obtenue par microscope a effet tunnel. 

D'autres systemes Id ou quasi Id sont beaucoup etudies aujourd'hui, notamment les systemes 
en echelle (ladder systems) formes de deux ou plusieurs chaines Id couplees, certains systemes 
organiques (par exemple TTF-TCNQ), ou encore dcs systemes artificiels de chaines d'Au dans 
les "marches" d'un substrat coupe en biseau, etc. etc. 




Fig. 5.6 - Exemples de systemes en echelle. 



5.2.4 Effet Hall quantique 

L'effet Hall quantique est l'un des problemes les plus fascinants de la physique du solide des 
20 dernieres annees. On observe, dans des couches electroniques bidimensionnelles se trouvant, 
par exemple, a l'interface Si/Si02, que la conductivite transverse en presence d'un champ 
magnetique se stabilise (en fonction de B) a des valeurs entieres ou fractionnaires de v selon 
l'expression 

v p 

ou i?H = h/e 2 — 25813 fi. Aux memes valeurs de B, la resistance longitudinalc atteint un 
minimum tres prononce (figure 5.7). La theorie a montre que ces systemes sont des systemes 
fortement correles extremement complexes. Nous y reviendrons plus bas. 
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MAGNETIC FIELD (Tesla) 

Fig. 5.7 - Conductivite transverse et resistance longitudinale en fonction du champ magnetiquc 
pour un gaz d'electrons bidimensionncl. 

5.2.5 Supraconducteurs a haute temperature de transition 

Ce sont des supraconducteurs qui sont caracterises par 

• une haute temperature de transition (de l'ordre de 100 K ou plus, alors que les supracon- 
ducteurs traditionnels ont un T c en general inferieur a 10 K ct qui culminc a ~ 23 K); 

• la non validite de la theorie de champ moyen (BCS); 

• une configuration tres anisotrope; 

• des proprictes anormales dans l'etat "normal" (T > T c ), proprictes qui semblent indiqucr 
l'existence d'un non-liquide de Fermi. 

Ces systemes feront l'objet d'un chapitre detaille plus loin. 



CHAPITRE 6 



Impuretes magnetiques dans un 
metal et effet Kondo 



Nous allons dans ce chapitre etudier trois questions qui se posaient en physique du solide il y a 
une quarantaine d'annees pour les systemes metalliques contenant des impuretes: 

- pourquoi certaines impuretes sont tantot magnetiques et tantot non magnetiques en fonc- 
tion de l'hotc; 

comment comprcndrc l'cffct Kondo, c'est-a-dirc lc minimum de resistivite a basse tempe- 
rature (Chapitre 5); 

- quelle est l'influence des impuretes sur les proprietes (cy, \si ■■■) & basse temperature. 

Pour traiter le probleme des impuretes, nous allons etudier plusieurs modeles plus ou moins 
elabores que nous presentons tout d'abord de maniere synthetique, puis que nous etudierons a 
tour de role. 



6.1 Survol des modeles 

6.1.1 Modele de diffusion sur une impurete non magnetique 

Ce modele decrit l'effet d'une impurete sans spin (ou d'un defaut quelconque non magnetique) 
sur les electrons de conduction consideres commc librcs. Le potcntiel de l'impurete est donne par 
ses elements de matricc \ kk' dans la base des ondes planes. En vcrtu de ( ), rHamiltonien 
prend la forme: 



Dans ce cas, nous n'avons pas d'orbitalc localiscc associee a l'impurete car elle n'intcrvient que 
sous la forme d'un potcntiel exterieur. Cct Hamiltonien permet de calculer les modifications 
de la densite d'etats induites par le potcntiel, lcsqucUcs sont donnees par la regie de somme de 
Friedel. 



6.1.2 Modele de Anderson sans interaction de Coulomb 

Dans ce modele, l'impurctc porte une orbitale notee d d'energie Sd (correspondant a l'orbitalc / 
du modele a deux orbitales discute au Chapitre 5) . Le couplage entre les electrons de conduction 
et l'impurete est caracterise par les elements de matrice Vkd pris entre l'onde plane \k) et 




(6.1) 
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l'orbitale \d). Nous arrivons ainsi a l'Hamiltonicn: 

HjP = £ k a la a ka + £ dJ2 a da a da + Y ( VkdCL ka a da + h 'C-) • (6-2) 

ka a ka 

Dans ce modele, il n'y a pas d'energie coulombicnne associee a l'occupation de l'orbitale d. 

6.1.3 Modele de Anderson avec interaction de Coulomb 

Dans cette version du modele de Anderson, la repulsion coulombicnne entre deux electrons se 
trouvant sur l'orbitale d est prise en compte de la memc maniere qu'a la section 5.1: 

Hf = H ( i ) +Un d1 n dl . (6.3) 

6.1.4 Modele sd 

Ce modele generalise celui introduit a la section 5.2.1. II decrit le couplage entre des electrons 
de conduction et un spin localise. L'Hamiltonien est: 

H sd = - ^ J kk'S ■ Y a la (T ^' a k'*> ( 6 - 4 ) 



kk' 



1 



ou <S est le spin localise et <x est le vecteur forme des trois matrices de Pauli a x = f ^ ^ J , a y — 
° 1 j . Par cxemple, si J kk > oc 5 kk > , la composante z de a ka- cr ^' a ko 

^ a fetr <J CT<T' a fe<r' — a k] a k1 ~ a kl a kl = n k^ ~ n kl- 



i o )' Wz - \ 

vaut 



Ce terme decrit done la polarisation de spin. 

Nous verrons que Ti.^ se reduit a 7i s( j pour certaines valeurs de V et U (transformation de 
Schrieffer- Wolff). 



6.2 Diffusion par un potentiel et regie de somme de Frie- 
del 

6.2.1 Matrice de diffusion 

Pour traiter ce probleme, nous utilisons l'Hamiltonicn (6.1): 

U = Ho + V = £ fc aL a fe CT + Y V kk'aL a k'a- (6-1) 

ka fefe' 

II s'agit d'un Hamiltonien a un corps qui peut se diagonaliser en resolvant une equation de 
Schrodinger a une particule. Nous pouvons done en principe trouver des nouveaux operateurs 
aj, qui sont des combinaisons lineaires des a k et qui diagonalisent TL: 



t 

ka ' 

k 



Nous introduisons la fonction de Green par l'equation 

{hu) ± t-H)G ± {u)) = t (6.5) 
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qui definit Q comme un operateur dans l'espace des etats a une particule. On peut definir une 
fonction G avancee, G~^ a ,(oj), et retardee, G~ a ,(u) et on trouve (au facteur de convergence e lu)S 
pres): 

ou uj^ = to ± id et [W] aa ' = S aa /e a est la matrice (diagonale) representant TC dans la base \a). 
Nous n'allons considerer que la fonction de Green retardee G + (u) qui satisfait l'equation: 

(hu> + l-Ho-V)G + (uj) = l, (6.7) 

avec [V] OQ ' — (a|V|ci!'). Lorsque V = 0, la solution est cvidcmmcnt la fonction de Green des 
electrons libres notee Gq (lo): 

(hu+t - Hq) G^(lu) = 1 ou encore hu + t -H = [G^to)]" 1 . 

Ainsi, l'equation (G.7) peut s'ecrire: 

[G?+(w)]- 1 G?+(w) = l + VG + (u) 

G+M = G+(uj) + G+(lu)VG+(lu). (6.8) 

L'expression (6.8) n'est rien d'autre que l'equation de Dyson (4.22) dans lc cas particulier ou 
la sclf-cncrgie est simplcmcnt cgalc a V. Nous pouvons iterer (6.8) en remplagant G + (lu) dans 
le membre de droite par Gq(uj) + Gq(uj)VG + (uj), et ainsi de suite: 

g+h = g+h + g + hvg+h + g + hvg+hvg+h + ... 

= G+H + G+(«) {1 + VG+H + [VG+H] 2 + . . .} vg+h 
= G+H + G+(«) [1 - VG+Hf 1 VG+M 

= G+(cj) + G+(w)T(^)G+(w). (6.9) 



ou 



T(Hoj)= [l-VG+M] 'V 



(6.10) 



est la matrice de diffusion. 



6.2.2 Modification de la densite d'etats et "phase shift" 

Nous voulons calculer l'effet du potentiel sur la densite d'etats Afo(e) du systeme non perturbe. 
Pour cela, nous cherchons une expression qui permette de calculer la densite d'etats a partir de 
la matrice de diffusion. En general, la densite d'etats a une particule est donnee par l'expression 

AA(e) = J>( £ - e„) (6.11) 

n 

ou la somme porte sur tous les etats a une particule \n) d'energie e n . D'autre part, nous avons, 
en utilisant les relations (6.6) et (2.36), 

ImG+ Q (w) = -7T(5(fiw - e a ). 

Par consequent, 

Mtou) = yS(hoj-e a ) = --VlmG+ H = --ImTr G+(w). 

a a 
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La modification AJ\f = TV — TVo de la densite d'etats est done 

1. 



AAf(hLu) = Im [Tr G + (uj) - TrG+(. 



(6.12) 



Ann dc rclicr cc result at a la matricc dc diffusion, nous utilisons la relation 



1 



1 d 



ln(Sw + — e a ) 



huo + — e a h duo 
qui permet de reecrire TrG + (<x>) comme 

1 d 



1 d 



h duo Huo + 



In 



1 



ld_ 

h duo 



TrG + (w) 



h duo 



TrrnG + (w) 



ld_ 
h duo 



lndet G + {uo). 



La derniere egalite resulte de la propriete Tr In A = In det A qui est facile a demontrer dans la 
base ou la matrice A est diagonale. Ensuite, nous calculons (en simplifiant la notation) 



Tr G - Tr G 



1 d 

■ - — [In det G - In det G 
haw 

-i^-lnfdetGdetGn" 1 ) = 



_ld_ 
h duj 
ld_ 
h duo 



[In det G + In det Gp 1 ] 
lndet GGn 1 



ou nous avons utilise successivement les relations det A 1 — 1/det A et det AB = det A det B. 
En multipliant (G.8) a gauche par V nous tirons (1 — VGo)VG = VGo, d'ou, avec (6.10), 
GGq 1 = V _1 (l - VGo)" 1 "^ = V ,_1 T ct nous avons 

1 1 /-I 

TrG+H -TrGt(w) = — lndet V^Tthuj) = — lndet T(^)V _1 . 

h ooj h duo 

Nous obtenons ainsi la relation cherchee entre AAf(e) et T(e): 



AAf(e) 



ld_ 
it de 



Im lndetT(e)V^ 



ld_ 
7r de 



Im lndet [l - VG^(e/H)] 



(6.13) 



Cette equation ne donne aucunc information sur la distribution spatiale de la charge deplacec, 
mais seulement sur la densite d'etats totale en presence de l'impurete. En consequence, il n'est 
pas necessaire de connaitre les etats propres \a) de TL pour calculer AAf(e). Nous pouvons le voir 
directement sur (6.13), puisque le determinant d'une matrice est independant de la base choisie 
pour la representer. Nous pouvons done calculer det T(e) a partir des elements de matrice 
du potentiel dans la base d'ondes planes. 

En general, detT(e)V _1 est un nombre complexe que Ton peut ecrire sous la forme t(e)e l71 ^ s K 
La phase 

77(e) = argdetT(e)V _1 = Im lndetT(e)V _1 (6.14) 

est appelee "phase shift". Comme G,|(±oo) = 0, nous avons T(±oo)V^ 1 = t d'ou r?(±oo) = 0. 
En introduisant (6.14) dans (6.13), nous obtenons finalement: 



AAA(e) = i^( £) . 



(6.15) 



Cette formule est la regie de somme de Friedel sous forme diffcrcnticllc. En integrant AAf(e) 
sur les energies infericures au niveau de Fermi, nous trouvons le nombre de particules deplacees 
par le potentiel V: 



AN = / F deAAf(e) = -r](e F ). 
J-00 n 



(6.16) 
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C'est la regie de somme de Friedel: la charge totale deplacee par un potentiel est proportioimelle 
a la valeur du "phase shift" au niveau de Fermi. 

Ann de connaitre la distribution spatiale de la charge deplacee par le potentiel, on peut 
cgalcmcnt fairc un calcul de diffusion plus classique. Dans cette demarche, on calcule expli- 
citcmcnt les fonctions d'onde <j<k(r) des electrons diffuses par l'impurete a partir des fonctions 
d'onde <fik(r) du systeme non perturbe selon la formule 1 

Mr) = Mr) + J dr'G+(r,r',e k /h)V(r')Mr') 

de sorte que Ton peut ecrire 

Mr) = Mr)+V] Tkk ^ k '^] avec T kW = f dr' ft, (r') V(r') Mr')- 
^ £k ~ £k> +10 J 

Pour un potentiel a symetric spheriquc, on peut montrer que T kk > ne depend que de k = \k\ = 
\k'\ et de l'angle $ entre k et k' et peut s 'ecrire 

T kk , = T k {d) = YiU + l)t t {k)e i ^Pi{costi), t t {k) = -^-sm m (k). 
t — ' mk 

1=0 

On peut alors calculer AJ\f(r) — J2k<k F (\^ k ( r )\ 2 ~ l^fc( r )| 2 ) e * on trouve a grande distance r: 



^ oo 

AJV(r) = -— ^ ^(21+ l)smrje(k F )cos(2k F r + Tje(k F ) -in) 

1=0 

cos(2fcpr + (f>) 



Ce sont les oscillations de Friedel. 



6.2.3 Etat lie virtuel 

Dans le cas limite ou le potentiel V(r) est donne par un fonction delta, V(r) = Vq S(r), nous 
avons simplement V kk > = Vq. L'cquation (6.8) prend alors la forme: 

<Jl<32 



huj+ — e k ^ huj+ - e k ^ 92 

1i In 



B(k',u>) 

En sommant a gauche et a droite sur fc, nous obtenons 

B{k', w) = j—*- + V B{k',u) 



h,UJ + — £ k l TlUJ + — Eg 



1. Pour etablir cette relation, on note que (e^l — 7-Lo)\4>h) = et que — Hq)Gq (e/H) = 1. Ainsi, les 

etats qui satisfont l'equation (e^l — Ho — \?)\il>k) = sont donnes par IV'fc) = |0fe) + Gq (sk/h)'V\tpi c ) , comme 
on peut le voir en appliquant (e^ 1 — "Ho) aux deux membres de cette derniere equation. 
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La grandeur — ^Im J2 q ( £+ ~ e q) 1 es ^ l a densite d'etats A/"o(e) du systeme non perturbe. Nous 
definissons done 

^ ' - = A(e) -iirtfoie). (6.17) 



^ e+ 



Ainsi nous avons pour B(k',uj) 



B(k',u) 



1 - V [A(M - iirJ\fo(huj)] 1 - Vq[A(Huj) - i7rA"o(M] ' 
et la fonction de Green retardee devient 

n+ ( \ n+ f \< G o,fefe( w )^)G+ fe , fe ,(w) 

G kk'\ UJ ) = G o fefc'( w ) + i ,ma^ \ ■ ttjz m - (6-18) 

D'apres (6.12), la modification de la densite d'etats est donnee par la somme des elements 
diagonaux selon: 



AA^(e) = -ilm^[G+ fe ( £ /fi)-G+ fefe ( £ /ft) 



1 T 1 1 T Vo[A'(e)-»7r^S(e)] 



tt" m 1 - V [A(e) - mM {e)] ^ (e+ - e fc ) 2 tt 1 - V&[A(e) - wrA^e)] 



A[A( E )-i7r7V ( e )] 

^ 2 A/o(e)|A'(e)| - V [l - VbA(e)]A^(e) 



9e 

72 1 



[1 - V A(e)] 2 + [«(e)F 



(6.19) 



Nous avons utilise le fait que A'(e) < et remplage A'(e) par — |A'(e)|. 2 Nous pouvons analyser 
ce resultat en linearisant A(e) autour de l'energie eo definie par la condition 1 — VoA(eo) = 0, 
de sorte que 

1 - V A(e) « -V A'(e )(e - e ), \A'(e)\ « |A'(e )|. 

D'autre part, nous faisons l'hypothese que la densite d'etats Ao(e) est a peu pres constante 
autour de eo: A/"o(e) ~ A/o(eo)i A/o(e) ~ 0. Sous ces conditions, la densite d'etats induite (6.19) 
devient 



A K r ( , „ 1 r ^q(£q) 

^^(e-^ + r 2 ' r = W(^- 



(6.20) 



Ce resultat ne depend plus explicitcmcnt de Vq qui n'intervient que dans la definition de eo- H 
s'agit d'une Lorentzienne centree sur l'energie £o et de largeur T. Si Ao(eo) = 0, alors T = et 
la Lorentzienne devient une fonction delta centree en eo- Cela se produit par exemple dans les 
semiconducteurs ou un gap dans la densite d'etats separe les etats occupes des etats inoccupes 
(figure 6.1(a)). Dans ces systemes, une impurete peut done produire un vrai etat lie (un electron 
dans cet etat a un temps de vie r = h/T = oo). 

Par contre dans un metal, il n'y a generalement pas de gap dans la densite d'etats et ne peuvent 
done exister que des "etats lies virtuels" avec un temps de vie r fini. Ces etats sont degeneres 
avec le continuum d'etats de conduction et sont parfois appeles "resonances" . Si un tel etat lie 



2. Le meme resultat peut etre obtenu tres facilement par la regie de somme de Friedel: en effet dans le cas 
^fefe' = Vo nous avons [1 — VGq (e / 'K)\kk' = ^kk' ~ VqGq (h',e/K) et done 

det[l - VG$(e/h)] =1-V ^2 G^{k',e/h) = 1 - V A(e) + inV Afo(e). 

k' 

En introduisant cela dans (6.13), on retrouve directement (6.19). 



Sect. 6.3 



Modele de Anderson sans interaction de Coulomb 



103 




virtuel existe et si T n'est pas trop grand, alors on pourra observer un pic bien defini en £o dans 
la densite d'etats (figure 6.1(b)). 

Comme la chaleur specifique et la susceptibiltie sont proportionnelles a la densite d'etats au 
niveau de Fermi, elles vont etre modifiees d'un facteur proportionnel a AjV"(£f)- Nous voyons 
que ce facteur ne peut etre grand que si £o est proche de Sf et T est petit. Les estimations 
faites avec des valeurs raisonnables de Vo et A/"o(e) ne donnent que de faibles renormalisations 
de cy et Xs, tres loin des valeurs necessaires pour expliqucr les observations dans les systcmes 
a fermions lourds (voir plus bas). 



6.3 Modele de Anderson sans interaction de Coulomb 

Le plus souvent, les atomes d'impuretes presents dans un metal portent des orbitales atomiques 
dont les energies sont voisines de celles des electrons de conduction du metal. L'orbitale de 
l'impurete va done sc mclangcr avec celles des electrons de conduction donnant lieu a une 
redistribution des niveaux d'energie. Pour traiter ce probleme, nous adoptons rHamiltonien: 

n ( l } = H a + V = Y^ £ka{ a a ka + e d ^ a] la a d<J + ^ (V fed 4 CT a d(T + h.c.J . (6.2) 

ka a ka 

Contrairemcnt a l'Hamiltonien (6.1), (6.2) ne ticnt pas compte de la diffusion des electrons de 
conduction par l'impurete, i.e. (fc|V|fc') = 0, mais seulement du transfert (hopping) d'electrons 
entre l'orbitale \d) et les etats de condution |fc). 

Suivant la valcur de Vkd, nous attendons pour la densite d'etats les cas limitcs suivants: 




Fig. 6.2 - Densite d'etats en presence d'un etat localise (a) non couple et (b) couple avec les 
electrons de conduction. 



Lorsqu'il n'y a pas d'interaction entre Fetat \d) et les electrons de conduction, l'etat \d) garde 
une energic bien definic. Par contre, quand il y a interaction, le pic est elargi. Nous allons verifier 
cela en effectuant les calculs. Pour ce faire, nous procedons de la meme maniere que dans la 
section precedente et utilisons les equations (6.7) et (6.12). La seule difference par rapport au 
calcul precedent vient du fait que les matrices representant H.Q, V, G + , etc., ont maintenant une 
ligne et une colonne supplementaires correspondant au couplage entre l'etat \d) de l'impurete 
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et les electrons de conduction. En composantes, l'equation (6.7) s'ecrit 
£ G+(w) [fiu+8 tj - (£\H \j) - (£\V\j)] = Sii 



(6.21) 



ou \j), \£) = \d) ou \k) (nous pouvons negliger lc spin car rHamiltonicn (6.2) est invariant 
sous l'inversion des spins). Les elements dc matrice sont 

(k\H \k') = 5 kk ,e k , (d\H \d) = e d , (k\H \d)=0 
(k\V\k / )=0, (d\V\d)=0, (k\V\d) = (d\V\k) = V kd . 

Si i = j = d, (6.21) donne 

G+ -e d )-J2 G+ k (u)V kd = 1. 

k 

Si i = d et j = k, nous trouvons: 

-V kd G+ d (oj) + G+ - e k ) = 0. 
Nous avons done deux equations pour G dd et G dk que nous pouvons aisement resoudre: 



g + M 



1 



v kd 



Hu> + — e k 



-GtM- 



Jdky > - huj+-e k ddK 
L'equation (6.21) avec i — k et j = k! donne finalcment 



GtM 



^kk' 



Vkd 



V k ' d 



hu!+ — e k ' huj + — e k ^ d<i ^ L0 huj+ — e k > 



(6.22) 
(6.23) 

(6.24) 



Connaissant G + , nous pouvons calculer AJ\f(e) avec (6.12): 



AAf(e) = --Im 



GUe/K) + GUe/K) - G+ dd {e/h) - £ G+ kk (e/h) 



Nous pouvons ecrire ce resultat sous une forme qui montre clairement la relation avec la regie 
de somme de Friedel (6.13), en notant que 



|M' + -«-sW»] = e+ _ Ei _ 1 Ejil(eW 



1 + 



V 2 

v kd 



(e+ - e k y 



d ln(e + -e d ) = --J— = - G +(e/h), 



d'ou 



Aj\f(e) = --^-Im In 
7r oe 



1 d T _ ,e+-e d -i: M {e/h) _ Id 



£^ - £d 



7r de 



Im In 



^dd{e/h) 



Sous l'hypothese V kd = V = cste, nous avons T, dd (e/H) — V 2 [A(e) — inAf (e)] d'apres (6.22) et 
(6.17). Nous pouvons alors calculer explicitement: 



AM{e) = 



V 2 [l + V 2 \A'(e)\Wo(e) - V 2 [e - e d - V 2 A(e)]Af>(e) 
[e-e d - V 2 A(e)} 2 + [nY 2 ^)} 2 



(6.25) 
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Si nous introduisons l'energie Ed par la condition Ed — £d — V 2 A(Ed) = puis nous faisons 
un developpement limite autour de Ed en supposant que Afo(e) ~ Afo(sd), comme a la section 
precedente, nous obtenons le meme resultat que (G.20) mais avec un T un peu different: 



AAf(e) 



r 



7T (e - e d f + T2 ' 



TTV 2 JV (e d ) 
l + V 2 \A'(E d )\' 



(6.26) 



Nous voyons en effet que Ed = £d et T = si V — (figure 6.2(a)). Si V ^ 0, alors E d ^ e d et 
r > 0: l'etat localise est done deplace en energie et possede un temps de vie fini. Dans le cas 
d'une densite d'etats qui est constante sur une bande de largeur 2D, 



N (£y) si — D < e < D 
sinon, 



nous pouvons calculer explicitement A(e) en evaluant 

M {e')de' 



Me) 



Af (e F )ln 



D 



D 



En utilisant ces expressions pour A(e) et Ao(e), nous obtenons avec (6.25) des courbes comme 
celles de la figure 6.3. 



v= DUO 




Fig. 6.3 - Densite d'etats pour une impurete dans une bande de largeur 2D pour deux valeurs 
de l'interaction Vkd = V; les barres verticales indiquent Ed- 



6.4 Modele de Anderson avec interaction de Coulomb 
6.4.1 Analyse qualitative 

Ann de tenir compte de la repulsion coulombicnnc lorsqu'il y a deux electrons sur l'orbitale d, 
nous considerons maintenant PHamiltonien: 

n A } = £ fe a L a fc<r + £ d a d<r a d* + Y ( V kdal a a dlJ + h.c.) + Un d] n di , (6.3) 

ha o ha 

ou n da — a da a da- Si Vk d = 0, nous pouvons qualitativement distinguer trois cas limites en 
fonction des parametres du probleme, qui sont les trois energies caracteristiques sp, Ed et Sd + U , 
comme illustre sur la figure 6.4. Dans le cas (a) Ed < £f et Ed + U < Ep. Dans l'etat fondamental, 
deux electrons sont sur l'orbitale d, l'un avec l'energie Ed et l'autre avec l'energie £d+U. Comme 
il y a deux electrons sur l'orbitale d avec des spins opposes, l'impurete est non magnetique. Dans 
le cas (b) Ed < £f et Ed + U > ep. Ici l'etat Ed est occupe par un seul electron et l'impurete porte 
done un moment magnetique. Dans le cas (c) les deux etats lies a l'impurete sont inoccupes et 
celle-ci est non magnetique. Nous voyons done que suivant la situation, il est possible qu'une 
impurete soit magnetique ou non. 
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(a) 



(b) 



(c) 



Fig. 6.4 - Etats fondamentaux possibles en Vabsence d'interaction: (a) non magnetique avec 
deux electrons d (b) magnetique avec un electron d (c) non magnetique sans electron d. 



Supposons maintenant Vkd ^ 0. Si Vkd n'est pas trop grand, on s'attend a ce que les cas de 
figure discutes plus haut restent valables, si ce n'est que les niveaux vont etre elargis de T donne 
en (6.26). La situation se complique si l'un des niveaux considered, par exemple le niveau Sd + U 
est proche de l'energie de Fermi. Dans ce cas, l'impurete va "hesiter" entre un etat magnetique 
et un etat non magnetique, les deux etats se distinguant en outre par le nombre d'electrons 
dans l'orbitale d. Nous parlons alors de valence fluctuante. 




Fig. 6.5 - Modele de Anderson avec Vetat d'energie £d + U proche du niveau de Fermi. 



Les Hamiltoniens de la forme (6.3) sont parmi les plus complexes a traiter en physique du solide. 
Nous allons voir que sous certaines conditions, cet Hamiltonien est equivalent a l'Hamiltonien 
H s d qui est un peu plus simple et est souvent utilise pour caracteriser le cas ou l'impurete est 
magnetique. Dans cette situation, l'impurete porte un moment magnetique que Ton represente 
par un spin localise S. L'interaction de ce spin avec les electrons de conduction peut etre decrite 
par rHamiltonien (6.4). En utilisant les operateurs S± definis en (2.25a) et S z , ainsi que les 
matrices de Pauli, nous pouvons reecrire (6.4) sous la forme 



H 



sd 



kk' 



J I 



kk' 



a ll a k'l 



(6.27) 



Cet Hamiltonien est invariant sous toutes les rotations dans l'espace du spin <S. Les termes 
iS+aj^a fc /| et S_aJ,|a fc ,^ conservent le spin total. En effet, 5+ (S-) augmente (diminue) le spin 

de l'impurete de 1 dans la direction z, alors que a^a, k i^ ( a fc| a fc'i) diminue (augmente) le spin 
des electrons de 1. Pour comprendre la nature du dernier terme de (6.27), nous supposons que 
Jfcfc' = J = cste. Dans ce cas particulier, nous avons en utilisant (3.36): 



l fcT afc 'T a kl a k'l 



kk' 



E4 



E"l " 



rk+ql 



L k 



= JS Z ]T h(q) - Pl (q)] - JS Z [p T (r = 0) - Pl (r = 0)] 



Ainsi, ce dernier terme represente le couplage entre la composante z du spin localise et la 
densite de spin des electrons de conduction a la position du spin localise (r — 0). Si J > 0, ce 
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tcrme favorisc unc aimantation locale des electrons de conduction dans la direction du spin de 
l'impurete. ' 5 Par contre, si J < 0, l'interaction favorise un anti-alignenient. 



6.4.2 Transformation de Schrieffer- Wolff 

(2) 

Nous voulons montrer que dans certains cas, PHamiltonicn de Anderson TL\ peut se reduire 

% (2) 

a un Hamiltonicn Ti s d- Dans ce but, nous effectuons une transformation canonique de Ti A 
de telle sorte que l'Hamiltonien transforme H soit egal a Ti s d plus des termes correctifs qui 
peuvent etre negliges sous certaines conditions. En general, une transformation canonique se 
fait au moyen d'un operateur S selon 

n = e s n i l ) e' s (6.28) 

Le terme V = J2ka (^d a Lr a d<r + h.c.^ de Hj^ ne conserve pas lc nombrc d'electrons de conduc- 
tion, alors que 7i s d conserve evidcmmcnt cc nombre, puisque l'impurete, decrite seulement par 
un spin, ne porte pas d'orbitale electronique. L'idee est done de choisir S de facpn a ce que Ti. 
ne fasse pas intervenir V au premier ordre. Developpons (6.28): 

n = (t + s+^s 2 + ..^juf (t-s + ^s 2 

= H ( l ] + SH { 1 } - H { 1 ] S - SH { 1 ] S+... 

= n ( p + v + [s,n { l ] } + ... 

v (2 f ) (2) 

oii H A — H A — V. Pour que V disparaisse au premier ordre, il faut done que S satisfasse la 
condition V + [S, TC A J = 0. Apres un calcul fastidieux, on trouve le resultat suivant pour S: 

g-V Vkd n o J n _ hc f _/ £ d + U a=1 

b -l^e k -e a n *>-° a i" a *' h - c -' £a ~ { e d a = -I 

oii n d t _ cr = a d _ IJ a d _ a . On peut ensuite calculer H au deuxieme ordre en V, e'est-a-dire les 

contributions SH^ S + \S 2 H [ l ] + \H { l ] S 2 , ce qui produit un certain nombre de termes, dont 
Fun equivaut a une interaction de Coulomb (entre l'impurete et les electrons de conduction), 
l'un correspond a un changement du zero de Penergie, et l'un a la forme de TL a d avec une 
constante de couplage 



^ 2\V k¥d \ 2 U 

Jkk 1 



(e d - e F )(e d + U - e F ) ' 



(6.29) 



3. Nous pouvons mcntionncr ici l'analogie avec la resonance magnetique nucleaire (NMR pour "Nuclear 
Magnetic Resonance"). Un spin nucleaire i" dans un champ magnetique oscillant H(t) = (h cos cut, hs'mujt, H z ) 
est decrit par l'Hamiltonien "Ho = — fj. ■ H[t) = giiftl ■ H(t) et precesse autour de la direction du champ avec 
une frequence de resonance u!q = gfi^H z . Pour tenir compte de l'interaction entre le spin I et les electrons, nous 
considcrons l'Hamiltonien: 

H = 3/i B J ■ H(t) - AI ■ <r(r = 0), 
oil <y(r = 0) est le spin des electrons de conduction a la position du noyau et A est une constante de couplage. 
En approximation champ moyen, nous avons <r fs (<r). D'autre part, l'aimantation des electrons de conduction 
est (M) = —gii-g(cr) = x„H, d'ou nous tirons er as ~XsH / '(9/-*b) ■ L'Hamiltonien ci-dessus peut done etre reecrit 

H « 9fls (l + A ^)l ■ H(t). 

V 9MB / 

La frequence ljo est done dcplacee d'un facteur [1 + Axs/(9Mb)]; ce deplacement de la frequence de resonance est 
appele "Knight shift" et sa mesure permet d'obtenir la susceptibilite \s pres du noyau. Le meme genre d'analyse 
peut se faire pour la resonance paramagnetiquc des impuretes (EPR: "Electronic Paramagnetic Resonance"). 
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Dans le cas ou l'impurete est magnetique [cas (b) de la figure (6.4)], nous avons Ed < £f et 
Ed + U > £f et done J kk > < 0; ceci est important pour comprendre l'effet Kondo. En outre, le 
calcul n'est valable que dans la limite ou k^T <C (sd + U — £p) et fceT <g; £f — £d, e'est-a-dire 
que l'occupation de l'etat d'energie Ed + U peut etre considered comme nulle et l'etat Ed est 
cnticrcmcnt occupc. 

Beaucoup de systemes electroniques fortement correles peuvent etre decrits a partir des Hamil- 

(2) 

toniens H s d ct H A ou d'Hamiltonicns analogues. II est possible de tenir compte de certains 
autres effets en ajoutant des termes supplementaires. Notons en particulier dans ce contexte 
rHamiltonien de Hubbard, qui s'appliquc a des electrons correles sur un rescau. L'Hamiltonien 
de Hubbard est: 

^Hubbard = ^ tija\ a a j(T + Un^n^ (6.30) 

(ij)a i 

ou a\ a et a ia cree et annihile respectivement un electron de spin a au site i et n itT = a\ a a ia 
comme d'habitude. La notation (ij) signifie que la somme ne porte que sur les proches voisins. 

La premiere somme est le terme de hopping correspondant a l'energie cinetique; il decrit le 
passage d'un electron d'un site i a un site j. Le deuxieme terme fait que l'occupation du 
meme site par deux electrons coute une energie U. Si nous ne considerons que le premier terme, 
THamiltonicn de Hubbard est celui d'une theorie de bande. Le deuxieme terme rend le probleme 
infiniment plus compliquc. 



6.5 Calcul du minimum de resistivite par Kondo 

La resistivite p; due aux impuretes peut etre reliee au temps de vie caracteristique tj des 
quasiparticules par la formule de Drude \j p\ = ne rrj/m. Pour calculer r;, on utilise V equation 
de Boltzman qui decrit la variation de la distribution fk des quasiparticules par rapport a la 
distribution d'equilibre en presence d'impuretes: 



9fk w fk - ft 
dt T fc 



J dk' [W k , k f° k ,(l - f k ) - W kk ,f k (l - /£,)] ■ (6.31) 



W kk < est la probabilite de transition depuis l'etat k jusqu'a l'etat fc'. Ainsi, le premier terme 
dans les crochets est le taux de transition depuis l'etat occupe fc' (facteur f9,) jusqu'a l'etat 
inoccupe fc (facteur 1 — il augmente l'occupation de l'etat fc et porte done un signe +. A 
l'inverse, le second terme de (6.31) diminue l'occupation de l'etat fc par transition vers des etats 
fc' et porte un signe — . Le temps de vie Tj est celui des quasiparticules a la surface de Fermi. Si 
W kk * — W k ' k , alors l'expression de la resistivite se reduit a: 

Pi cx - cx / dk' W kk , f - f X (6.32) 

n J jk - i k 

avec |fc| = fep- La probabilite de diffusion W kk > est reliee a la matrice de diffusion T definie en 
(6.10) par: 

2tt 

W k y = —\T kk ,(E k )\ 2 5(E k - e k ,) (6.33) 
n 

avec T kk i = (fc|T|fc'). En notant que (6.10) peut etre reecrit sous la forme T = V + VGqT = 
V + VGqV + . . ., nous retrouvons, au premier ordre en V, la regie d'or de Fermi, Wj^ k \ = 

^\V k k>\ 2 5{E k -Ey). 

Dans notre probleme, le terme perturbatif V correspond a l'interaction entre l'impurete et 
les electrons de conduction, que nous allons decrire au moyen de rHamiltonien TL s d- Cette 
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perturbation induit des transitions entre des etats initiaux \i) et finaux |/) qui sont tous des 
etats propres de H.q, l'Hamiltonien du systcmc cn l'absence de couplage entre l'impurete et les 
electrons. Les vecteurs \i) et |/) sont done des determinants de Slater decrivant les electrons de 
conduction, multiplies par les etats de spin de l'impurete. La probabilite de diffusion de l'etat 
\i) d'energie Ei a l'etat |/), Wif, est donnee d'apres (6.33) par l'element de matrice de T{Ei) 
entre les etats \i) et |/), que Ton peut developper en puissances de V = Tt s d selon: 

Tif(Ei) = V i f + [VG+(E i )V} i f + ... = [H sd } if + [H sd G+(E i )H sd \ i f + ... 



H/l J2j a -\- 10 



Ce developpement est appele serie de Born pour T. La probabilite de transition est ensuite 
donnee par l'expression 

2-7T 

W if = T \T if (E i )\ 2 S(E i -E f ), 

et la resistivite p\ se deduit finalement apres sommation sur tous les etats finaux, comme dans 
(6.32), et en prenant la moyenne thermique sur les etats initiaux, car l'etat initial du spin de 
l'impurete n'est pas connu. 

Traditionncllcmcnt, dans lc calcul de la resistivite due aux impuretes, les developpements se 
faisaient a l'ordre le plus bas en V. Dans notre cas, cela revient a ne conserver que le premier 
terme dans le developpement de Tif(Ei). Un calcul complet montre alors que la resistivite due 
aux impuretes ne depend pas de la temperature et prend la forme (si J kk ' = J = cste): 

Pi oz\J 2 \S(S+l) 

ou 5 est le spin de l'impurete. La resistivite augmente avec S en raison du nombre croissant 
de processus possibles de diffusion dans lesquels le spin de l'impurete est modifie. Kondo a 
calcule la contribution du dcuxiemc ordrc dans lc developpement de Tif(Ei) et montre qu'elle 
donnc lieu a un terme divergent dans la resistivite. Ce calcul fait apparaitre un grand nombre 
de termes d'ordre J 2 , par exemple le terme 

J 2 £ (k T |5-4 iTflfcU |a) — ^ - . s (a\S + al 2l a k ,Jk' f) 

kik' 1 k2k' r> a 

ou l'etat initial \i) note \k t) est un determinant avec un electron (k |) present et l'etat final 
note |fe' |) est le meme determinant avec l'electron (fe f) remplace par un electron (fe' f): 
\k' 1) = a k ,^a k ^\k f). On peut facilement se convaincre que les elements de matrice ci-dessus 

ne peuvent etre non mils que si fci = k, k\ = k%, k' 2 = fe', et \a) = o) k2 ^a k1 -\k ]) avec 
E a = Ei — + £fc, . En introduisant ces contraintes, nous obtenons 

J 2 (SS + )J2 l ~ h \- s - (6-34) 
^ £k - £k 2 + 10 

K'2 



A l'ordre J 2 , un autre terme donne une contribution tres semblable 

'^ a) E,-E n +i8 



J 2 Yl ( fc t \S+at 2l a k , 2l \a) — - ^-^ (a\S-a kl ^a k ,Jk' f) 



qui donne apres analyse 



J 2 (S + S-)J2 ^-77- (6-35) 

^ » Pi. Pi. 4- lA 



, £k - £k 2 + iS 

k 2 
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La somme de (6.34) et (6.35) s'ecrit 



£k - £k 2 + iS 



£k - £fc 2 + iS 



Le premier terme est independant de la temperature (et vaut J 2 (<S_<S + ) [A(efe) — iirAfo(sk)] 
d'apres (6.17)), mais le deuxieme depend de T a cause du facteur fk 2 et diverge logarithmiquc- 
ment pour T — > lorsque Sk — £f- On voit bien que le terme divergent depend explicitement 
du fait que 5+ et <S_ ne commutent pas; ceci n'est vrai que si le spin possede une dynamiquc. 
Le calcul complet incluant tous lcs termes donne en fin de compte 



Pi = cste + J In 



D 



(6.36) 



ou D est la largeur de bande. Le J 3 vient du fait que pi depend de \Tif\ 2 = \0{ J)+0{ J 2 ) + . . . | 2 . 
Pour expliqucr le minimum de la rcsistivite en fonction de T, il faut claircmcnt que J soit negatif. 

L'existence d'un terme divergent en theorie de perturbation pour un probleme aussi inoffensif 
qu'une impurete dans un metal est evidemment inacceptable, et le calcul de Kondo a genere 
une intense activite theorique a partir de 1965. Mais il a fallu une dixaine d'annees pour qu'une 
solution satisfaisante soit apportee par K. Wilson, en utilisant les methodes du groupe de 
renormalisation. Cette solution nous donne l'occasion d'etudier les methodes du groupe de 
rcnormalisation, qui jouent aujourd'hui un role trcs important en probleme a iV-corps. 



6.6 Groupe de renormalisation en mecanique statistique 

La theorie du groupe de renormalisation est appliquee avec des principes legerement differents 
en theorie des champs, en mecanique statistique pour demontrer les transitions de phase et en 
probleme a iV-corps pour determiner la nature de Tctat fondamental. Dans chaque cas, une 
operation du groupe de renormalisation consiste a supprimer certains degres de liberte tout en 
modifiant les variables de maniere a ce que certaines grandeurs physiques demeurent inchangees. 

Nous allons d'abord discuter les idees du groupe de renormalisation en mecanique statistique. 
Considerons tout d'abord un exemple: des simulations numeriques d'un modelc d'Ising a deux 
dimensions. 



6.6.1 Exemple: le modele d'Ising a deux dimensions 

Dans ce modele, on considere un reseau regulier dans le plan et sur chaque site de ce reseau se 
trouve un spin classique pouvant prendre deux positions, up ou down, s — ±1. L'Hamiltonicn 
rcduit decrivant le systeme est le suivant: 

H = ^L = -KY J s i s j -LY J Si (6-37) 

B («) » 

ou (ij) indique que la somme ne porte que sur les proches voisins et K = J/k-gT > 0. Le premier 
terme favorisc un aligncmcnt des spins dans une direction, ce qui diminue l'encrgic; le deuxieme 
terme represente le couplage avec un champ magnetique H {L = H/k^T). A temperature et 
champ magnetique nuls, l'ctat fondamental est fcrromagnctique avec tous les spins alignes. 
Lorsque T augmente, l'entropie favorise le desordre et l'ordre ferromagnetique parfait disparait. 
Le modele d'Ising a 2-dimcnsions pcut ctre resolu exactement. Le systeme subit une transition 
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7=1.22 T c 




10 {d} (e) 



Fig. 6.6 - Renormalisation du modele d'Ising a 2-dimensions pour T > T c . 



de phase continue (sans chaleur latente) a T — T c . Au-dessus de T c , l'aimantation spontanee 
(pour L = 0) est nullc, alors que pour T < T c , il cxiste une aimantation spontanee finie M. 

Les figures 6.6 et 6.7 montrent des "instantanes" d'un systeme d'Ising a temperature finie, 
obtenus par simulation numerique. Chaque image montrc l'une des multiples configurations 
possibles a une temperature donnee. Chaque petit carre represente un spin d'Ising (blanc=up, 
noir=down). A T > T c (figure 6.6(a)), on observe que les voisins d'un spin up ont tendance 
a etre up aussi, mais que cette tendance disparait au dela d'une distance typique £ que l'on 
appelle longueur de correlation. AT = T c par contre (figure 6.7(a)), il existe des correlations a 
toutcs les distances. 
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Fig. 6.7 - Renormalisation du modele d'lsing a 2-dimensions pour T = T c . 



On peut faire apparaitre plus claircmcnt cc fait en "renormalisant" lc systeme cn plusieurs 
etapes. A chaque etape, on remplace neuf spins (un carre 3x3) par un seul spin dont l'orien- 
tation est choisie par le principe democratique. Les etapes successives de renormalisation font 
disparaitre les correlations qui portent sur des distances de ~ 3, ~ 9, ~ 27, . . . sites. Pour 
T > T c (figure 6.6(b-e)), le systeme apparait comme completement non correle apres un certain 
nombre d 'etapes et semblc migrer visuellemcnt vers un systeme completement desordonne ou 
^ = 0, dont nous verrons qu'il correspond a T = oo. Pour T = T c , par contre, il existe des 
correlations a toutes les distances et les etapes successives (figure 6.7(b-e)) ne changent rien a 
l'aspect general du systeme: la renormalisation laisse le systeme invariant et Ton dit qu'il est 
invariant d'echelle. 
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Toutc l'idee du groupe dc renormalisation en mecanique statistique est inspiree par cette consta- 
tation: un systcmc posscdc des correlations a toutes les echelles de distance lorsqu'il se trouve 
a la temperature critique qui separe une phase ordonnee d'une phase desordonnee. On va done 
rcchcrchcr les temperatures pour lcsqucllcs lc systcmc est invariant par suppression de degres 
dc liberte, et identifier ces temperatures avec des transitions de phase. 



6.6.2 Definition du groupe de renormalisation 

Une operation du groupe de renormalisation revient done a supprimer un certain nombre de 
degres de liberte du systeme physique tout en exigeant que les proprietes du nouveau systeme 
ainsi defini soient identiqucs a celles du systeme initial. Ainsi, on passe d'un Hamiltonicn rcduit 
TLn — H/ksT avec N degres de liberte a un nouvel Hamiltonien reduit Hn< avec N' degres de 
liberte: 

Hn — * Wjv = ^%1~Ln (6.38) 

oil N' < N et 3& symbolise la transformation du groupe de renormalisation. On definit le facteur 
d'echelle b par 

§7 = b ^ b > 1 ( 6 - 39 ) 

ou d est la dimensionnalite du systeme. Comme les proprietes thermodynamiques ne doivent 
pas changer sous l'effet de la transformation 31, les fonctions de partition des systemes avec N 
et N' degres de liberte doivent coi'neider: 

Z N ,{H N ,) = Z N {H N ). (6.40) 

Supposons par exemple que dans un modele d'Ising a 2-dimensions on supprime un site sur 
deux: 




Fig. 6.8 - Renormalisation d'un reseau cane par un facteur d'echelle de b = V2. 



Nous avons N/N' = 2, e'est-a-dire b = \J2. On voit sur cet exemple que la distance cntrc les 
points A et B est modifiee de 

a a' V2 a b 

Cette regie est generale. Lors d'une reduction d'un facteur d'echelle b, les distances (mesurees 
en unite du parametre de maille) sont renormalisees de 

r - fr ' = \- ( 6 - 41 ) 

Par consequent, les vecteurs d'onde deviennent q — > q' = qb. Ceci est vrai en particulier pour 
la longueur de correlation £: 

£'=f- (6-42) 
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Comme nous l'avons dit, le but de la technique est d'identifier les points fixes de la transfor- 
mation 3?, pour lesquels 

n' = ^n = n = n*. 

Pour un point fixe, nous avons done £' = £/b — £* = £* /b, ce qui implique que £* = oo - 
la signature d'une transition de phase — ou que £* = — ce qui correspond k T — oo. Dans 
l'espace des Hamiltoniens H, nous avons un point fixe en 7i*. Lorsque T ^ T c , P operation de 
renormalisation nous eloigne en principe de 7i* le long d'une certaine trajectoire dans l'espace 
des parametres de TL (Fig. 6.9). 




H* 



Fig. 6.9 - Trajectoires dans l'espace des parametres de TC pour T ^ T c et point Gxe pour 
T = T C . 

Nous affinerons cette image plus loin. Pour fixer les idees, nous allons maintenant etudier un 
modele que nous pouvons traiter exactement par la methode dite de la "matrice de transfert" . 
Ensuite, nous le resoudrons en utilisant explicitcmcnt la methode du groupe de renormalisation. 



6.6.3 Le modele d'Ising a une dimension 

A une dimension, le modele d'Ising (6.37) pour une chaine de N sites s'ecrit 

N-l JV-l 

H = -KJ2 s i g i+i -L^Si-NC (6.43) 

i=0 i=0 

avec Si = ±1, K — J/k-sT et L = Ujk^T. Le terme constant —NC a ete ajoute parce 
qu'il apparait automatiquement sous l'operation de renormalisation. Pour l'instant, on peut 
simplement se dire que C — 0. Nous adoptons des conditions aux bords periodiques, sm = sq, 
ce qui revient a refermer la chaine sur elle-meme: 

o i 
N-2 f «< 2 

Fig. 6.10 - Modele d'Ising a 1-dimension avec conditions aux bords periodiques. 

Nous pouvons alors reecrire l'Hamiltonien de maniere plus symetrique: 

N-l j N-l 

h = -kJ2 wi+i - 2 ^ + s '+i) - NC - ( 6 - 44 ) 

i=Q i=0 



Solution par la matrice de transfert 

Nous voulons calculer explicitement la fonction de partition Z = Tre _w (dans la limite ther- 
modynamiquc N — > oo), a partir de laquelle toutes les proprietes thermodynamiques peuvent 
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etre deduites: 



(6.45) 



{s} I i i J 

_ e NC y ' e -R"s si + ^(s +si) x x gATsjv-iso + ^Ksjv-i+so) 

{4 

- e^Vp p . . . p 

W 

La somme porte sur toutes les configurations de spin: s = ±l,si = ±1, etc. Nous pouvons 
reecrire la somme sous la forme 



[P ]soS 2 Ps 2 S3 ' ' ' Ps N - 1 S 



S ,...,S N -i 



y ] Ps a s 1 Ps 1 s 2 ' ' ' Ps N -is — y ] 

= ^ ] [P ]soS3-Ps3S4 ' ' ' -Psjy-lSO = . . . 

S0,«3viW-l 

- V fP w_1 l P -VfP^l -TrP 

~~ / j [-* Jsosjv-1 -'sjy-iso — / , 1 \s s — ±LJr 



S ,S2,---,SN-1 



La matrice [P] ss > — cxp{Kss' + |f(s + s')} est appelee matrice de transfert et son expression 
sous forme matriciclle est claircment 



e K+L e -K 
e -K £ K-L 



(6.46) 



Nous avons done obtcnu lc rcsultat simple Zm = e TrP . Les valours proprcs A de P sont 
les solutions de l'equation (e K+L — \)(e K ~ L — A) — e~ 2K = 0, e'est-a-dire 



A± = e K cosh L± V e 2K cosh 2 L — 2 sinh 2K 



= e 



K 



cosh L±e- 2K ,Jl + (e 2K sinh Lf 



(6.47) 



et permettent de calculer TrP w = A^ + \ N = A^[l + (A_/A+) w ]. Commc A+ > A_, lc 
rapport (A_/A + ) w tend vers zero lorsque N tend vers l'infini. Nous obtenons done dans la 
limite N — > oo: r 

(6.48) 



Z N = e NC \». 



Ainsi, a la limite thermodynamique, la fonction de partition ne depend que de la plus grande 
valcur propre de P. Ce resultat est general et s'applique a tous les systemes pour lesquels une 
matrice de transfert peut etre definie. 

L'energie libre par particule est simplement f = (— kBTlnZ)/N et nous avons done pour 
f = f/k B T: 

f= -^lnZ= -C-lnA+ = -C - K - In [cosh L + e - 2K <J 1 + (e 2K sinh L) 2 ^j . (6.49) 



Considerons la limite ou le champ magnetique H tend vers zero (L — » 0, sinh L L, coshX w 1): 

-2K / 1 + ( e 2K L )2 



/«/o-In 



l + e 



oii fo ne depend pas du champ magnetique. Si T tend egalement vers zero {K — > oo), alors le 
deuxieme terme dans le logarithme est tres petit et on obtient, avec ln(l + x) = x + 0(x 2 ): 



f*fo-e- 2K ^/l + (e™L) 2 (tf^oo,L^0). 



(6.50) 
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La susceptibilite en champ mil \ se calcule directement a partir de /: 



8 2 F 



dH 2 



N d 2 f 



P 2K 

w N . 

L=0 «BT 



(6.51) 



Pour T — > 0, la divergence est tres rapide, meme exponentielle a cause du terme e 2K — e 2J / kBT . 

Nous voulons cgalcmcnt cstimcr la longueur de correlation £. Pour ccla, nous calculons la 
fonction de correlation dcs spins 

r„ = «a *n» - «*o»K» = \ [Tr (e-«« «n) - Tr (e^so) Tr (e"^s„) 

qui donne essentiellement la probability d'avoir deux spin up (down) a une distance n l'un de 
l'autre. A grande distance, T n ~ e _ ™/^ et done 



" n / £ = lim r„, C 1 = - lim -lnT r , 



n — >oo n 

La fonction de partition Z a deja ete calculee plus haut; calculons maintenant ((soS n )): 



(6.52) 



Tr 



(e n s s n ^ = ^2 cxp <K ^2 SiS i+ i + ^^2(si + s i+ i) + Nc\ s s n 

{s} { i i J 



,iVC 



^ y , SqPsqsi ' ' ' Ps n -is n S n P SnSn+1 ' ' ' Psjv-is 



W 



= e NC J2 So[P n Us n s n [P N - n ] SnSo 

sos„ 

_ f NC [S ] SSa [P n ] So a n [Sn]s n s> [P N ™]s's 



Nous avons introduit les matrices [S n ] ss / = s n 5 ss >. Dans la base des vecteurs propres \v a ) de 
P nous avons (a = ±) 

P = ^2 \v a )K(v a \, S n = ^ \Va)(Va\S n \v/})(vp\. 

a uf3 

Nous trouvons alors Tr (e^s^s^ — e NC J2 a f3 ^a^~ n ( v a\So\v/3)(v0\S n \v a ) et done 



\S Sr, 



Z a pWe(v°\S o \v f) )(v0\S n \v a ) 

Eq 

J2afi {^) N ' n (v a \S \vp){vp\S n \v a ) 



N 



A_\" 



N =°° (v + \S \v + )(v + \S n \v + ) 
Par un calcul tout-a-fait analogue, nous obtenons 

Tr (SqP^) Tr [p n S n P 



(v-\S Q \v+)(v + \S n \v-). 



N-r 



((so)) = 



TrP 



Sn = 



Tr 



(s n p N ) 



TrP 



N 



TrP 
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c'est-a-dire 



«*0» 



E a K(v a \s \v a ) 



N- 



(v+\S \v+) et ((s n )) = (v+\S n \v + ). 



r„ est done simplement donne par r„ = (A^/\+) n (v-\So\v+)(v+\S n \v_), et en utilisant (G.52) 
nous trouvons finalement 



(6.53) 



Ce resultat s 'applique a tous les systcmcs pour lcsqucls on pcut definir une matrice de transfert: 
la longueur de correlation ne depend que du rapport entre les deux plus grandes valeurs propres 
de cette matrice. Dans le cas du modele d'Ising traite ici, la matrice de transfert est de dimension 
2 et toutes ses valeurs propres interviennent. Cependant, on peut imaginer des modeles plus 
compliques, par exemple un modele d'Ising ID oil les spins peuvent prendre trois valeurs, 
Si = —1,0, 1. Dans ce cas, la matrice de transfert est de dimension 3. 

En l'absence de champ magnetique (L — 0), les valeurs propres (6.47) sont X± = e K ± e~ K , 
A_ /A+ = tanh K et done 

*=-i^k* (L=0) - (6 - 54) 



Solution par la methode du groupe de renormalisation 

Nous allons maintenant explorer ce que donne la methode du groupe de renormalisation. Lc 
systeme de depart avec N sites est decrit par la fonction de partition: 

Z N = Z N (K, L, C) = e NC TrP N = Tt{e°P) N . 

L'operation de renormalisation consiste a remplacer b spins par un scul. En accord avec (6.39), 
le nombre de sites apres transformation est N' — N/b. II s'agit maintenant d'imposer la 
condition (6.40) qui definit TLn 1 - Dans la plupart des modeles, TtLn' n'a pas la meme forme 
mathematique que ItLn et depend d'un plus grand nombre de parametres. Dans la mesure du 
possible, on essaie done de trouver un Hpfi qui ait la meme forme que Hn, a l'exception de 
termes qui sont negligeables pres du point critique. Dans le cas du modele d'Ising ID, ces termes 
additionnels n'apparaissent pas (grace au —NC introduit dans (6.43)). Pour le prouver, nous 
supposons que Zn> a effectivement la meme forme que Zj^: 

Z N ,{K',L',C) = Tr(e c 'P') N ' = Z N (K,L,C) = Tr(e c P) Ar , 

et nous montrons que cette equation perment de calculer explicitcmcnt K', L' et C' en fonction 
de K, L, C et b. Nous avons 

Tr(e c 'P') N ' = Tr(e c P) JV = Tr(e c P) bN ' = Ti(e bc P b ) N ' ■ 

Par consequent, l'operation de renormalisation peut etre conduite exactement si 

e c 'P\K\ L') = e bc [P(K, L)] b , (6.55) 

ou P'(K', L') a la meme forme mathematique que P(K, L), donnee en (6.46). 

Nous commencons par discuter le cas L = (pas de champ magnetique) . II est facile de montrer 
par recurrence que dans ce cas, 



[P b } ss , =2 b - 1 cosh b /f(l + ss'tanh b if) (L = 0). 
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La condition (6.55) peut alors etre ecrite 

e c ' cosh K'(l + ss' tanh A') = e bc 2 b - 1 cosh b K(l + ss' tanh b A), 

et ellc admct claircmcnt la solution 

e c ' cosh A' = e bc 2 b - 1 cosh b A, tanh K' = tanh 6 A. 

Nous avons vu que si L = (equation (6.54)), la longueur de correlation est donnee par 
£ = — (In tanh if) -1 . Done la longueur de correlation renormaliscc est 

e > = 1 = i = i = i 

In tanh if' lntanh h A b In tanh A b 

en accord avec (6.42). La relation tanh if' = tanh 6 if permet d'etudier le flux de if: comme 
tanh if < 1, tanh fc if < tanh if et done if' < if. Ainsi, pour toute valeur finie de if, l'operation 
de renormalisation dimimue if, ce qui revient a augmenter la temperature (if = J/k^T). En 
iterant l'operation nous avons if — > 0, e'est-a-dire T — > oo. Schematiquement , nous avons 
pour le flux de if le comportement de la figure 6.11. 



K* = °° K* = 

Fig. 6.11 - Flux de if du point fixe ferromagnetique au point fixe paramagnetique. 

Les points fixes if* de 3& sont done if * = et if * = oo: 

if* = (T=oo,£ = 0), paramagnetique 
if* = oo (T = 0,£ = oo), ferromagnetique. 

Le premier correspond a une solution paramagnetique (si if = L = 0, l'Hamiltonien (6.43) ne 
depend pas des spins et toutes les configurations de spin sont degenerees) et le second a une 
solution ferromagnetique (si if = oo, l'etat fondamental a tous ses spins alignes et les premiers 
etats excites ont une energie infinie). Nous pouvons done dire qu'en champ nul, le modclc d'Ising 
a une dimension possede une transition de phase vers l'etat ferromagnetique a T — et une 
autre vers l'etat paramagnetique a T = oo. 

Si L ^ 0, il n'est pas aise de calculer P b pour un b quelconque. Cependant, les resultats ne 
doivent pas dependre du choix de b et nous prenons done 6 = 2. En calculant cxplicitcmcnt 
[P(K, L)} 2 avec (6.46), nous trouvons alors pour (6.55) l'equation matricielle 



K ' +L ' e- K ' \_ 2C / e L cosh(2if + L) coshi 



e 



K ' e K '~ L ' J \ coshi e- L cosh(2if - L) 



qui nous donne trois equations independantes pour if', L' et C . Les deux equations provenant 
des termes hors-diagonale peuvent s'ecrire 

e c " = 2e 2C e K ' coshL. (6.57) 

En substituant (6.57) dans (6.56), nous trouvons facilcmcnt la solution: 

iK > _ cosh(2A" + L) cosh(2A' - L) _ ^ e 4K + e -4K - 2 



— 2 

cosh L 

e 2L' = e 2L cosh(2 A + L) _ er iK + e 2L 



cosh(2A - L) e- 4K + e~ 2L 
e 4C ' = 2 4 e 8C cosh(2A + L) cosh(2A - L) cosh 2 L 

= e sc e 4K e 4L (e~ iK + e -2i )(l + e^ K e- 2L )(\ + e- 2L ) 2 . 



(6.58) 
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Nous voyons que C est different de zero, meme si C — 0: comme deja mentionne, la renor- 
malisation fait apparaitre le terme —NC dans l'Hamiltonien. Pour analyser le flux de dans 
l'espace des parametres K, L, et C de l'Hamiltonien, nous introduisons les nouvelles variables 



,-4K 



V 



--2L 



-4C 



qui pcrmcttcnt d'cxprimcr l'equation (0.58) sous la forme 



x{l + yf 



(x + y)(l + xy) 



y 



y(x + y) 



2 9 

xy z 



1 



xy 



(x + y)(l + xy)(l + y)i 



(6.59) 



(6.60) 



Les equations de recursion pour x et y ne dependent pas de z. C'est une propriete generale du 
groupe de renormalisation: la variable z decrit juste un changement du zero de l'energie et un 
tel changement ne peut pas affecter les transitions de phase (points fixes). Pour discuter ces 
points fixes, nous pouvons done ignorer z. Nous voyons immediatement sur (6.60) qu'il existe 
un point fixe en (x*, y*) = (0, 1), un point fixe en (x* , y*) — (0, 0) et une ligne de points fixes 
(x*,y*) = (l,y) avec ^ y ^ 1. Le flux dans le plan (x,y) est represents sur la figure 6.12. 



i 0.5 



7=0 




Fig. 6.12 - Points fixes et flux dans la plan (x, y) pour le modele d'Ising a 1-dimension. 



Le point fixe (x*,y*) = (0,1) — e'est-a-dire (K,L) = (oo,0) ou encore (T,H) = (0,0) - 
correspond a l'etat ferromagnetique avec tous les spins soit up soit down. Le point fixe (x* , y*) = 
(0,0) — (K,L) = (oo,oo), (T,H) = (0,oo) — correspond aussi a un etat ferromagnetique, 
mais avec tous les spins dans la direction du champ. Finalcmcnt, les points fixes (l,y) - 
(K, L) = (0, [0, 00]), (T, H) = (00, [0, 00]) — sont des etats paramagnetiques. 

Nous allons nous interesser a l'energie libre du systeme proche du point fixe ferromagnetique 
(a;*, y*) = (0, 1). Nous pouvons lineariser l'equation (6.60) pres du point critique en introduisant 
les accroissements 

5x = x — x* = x, Sy = y — y* = y — 1. 
Au premier ordre en Sx et Sy, l'equation (6.60) se reduit alors a 



5x = 4Sx, Sy' = 2Sy. 
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Ce resultat a ete obtenu pour 6 = 2. Par un calcul plus general, nous aurions trouve 

8x = b 2 Sx, Sy' — bSy. (6.61) 



L'energie libre reduite est donnee par (6.49), soit 

f(K, L,C)=-^ In Z N (K, L,C) = -^jln Z N , (K> , L', C) = \f{K', L', C). (6.62) 

Dans cette equation, il est important de noter que f(K',L',C) est la meme fonction mathe- 
matique que f(K, L, C), avec simplement les variables non primees remplacees par les variables 
primees. Ceci resulte bien sur du fait que l'operation ne change pas la forme de Zjv pour 
le modele d'Ising ID. Pres de la temperature de transition, comme nous l'avons vu, la partie 
singulicrc de l'energie libre (c'est-a-dire ccllc qui dcfinit la temperature de transition en fonction 
de K et L) ne depend pas de la variable C, et c'est done une fonction de Sx et Sy seulcmcnt, 
que nous appellerons / s : 

f s (Sx, Sy) = b^USx'^y') = b^f^Sx, bSy), (6.63) 



ou nous avons utilise les equations linearisees du flux, (6.61). Cette relation n'est en principe 
valable que si b est entier, par la definition meme de Topcration Stf.. qui consiste a remplacer b 
spins par un seul. Nous faisons cependant rhypothesc qu'clle peut etrc continuee analytiquement 
a tous les b reels. Comme b est a present quclconquc, nous pouvons le choisir de facon a simplificr 
l'equation (6.63) le plus possible. Par exemple, si nous prenons b = l/^/Sx, l'equation devient 

f s (Sx,Sy) = VEf s (l,Sy/V5x'). (6.64) 



Pour exprimer (6.64) en terme des variables originales de PHamiltonicn, nous devons calculer 
explicitement Sx et Sy. Comme L = L' = au point fixe considere, nous pouvons developper y: 



I) 



,-2L 



1 - 2L = y* - 2L 



Sy = -2L. 



x ne peut pas etre developpe car K — oo au point fixe, mais nous savons que Sx = x = e 4K . 
Ainsi, pres de la temperature critique (T = 0), nous avons: 



f s (K, L) = e-™f s (l, - 2e™L) = e-™g(e*"L), 



2K t \ -IK i „2K , 



(6.65) 



ou g est une fonction pour l'heure inconnue. (En fait, cette fonction ne peut pas etre determinee 
par la methode du groupe de renormalisation, mais nous verrons qu'il n'est pas necessaire de 
connaitre g pour tirer des informations tres interessantes sur les transitions de phase; c'est 
la tout l'interet de la methode). En comparant l'equation (6.65) avec le resultat (6.50), nous 
voyons que la prediction du groupe de renormalisation est correcte et que la forme exacte de g 
est g(u) = —yl + u 2 . 

Calculons la susceptibilite en champ nul: 



X 



N d 2 f s 



k B T dL 2 



L=0 



N 



-2K 



d 2 g(e 2 «L) 



dL 2 



-Ng"(0) 



L=0 



„2K 



fc R T' 



(6.66) 



ou g" est la deuxieme derivee de g. A nouveau, la forme de la susceptibilite (6.66) est en 
accord avec le resultat exact (6.51). Ceci montre la puissance de la methode du groupe de 
renormalisation: nous avons trouve la bonne dependance en temperature de la susceptibilite 
pres du point critique sans avoir recours a un calcul exact. 
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6.6.4 Transitions de phase continues et exposants critiques 

On distingue deux types de transitions de phase: les transitions de phase du premier ordre, 
pour lcsqucllcs la premiere derivee du potentiel thcrmodynamiquc appropric est discontinue, 
et les transitions de phase continues, pour lcsquelles ce sont des derivees d'ordre supericur 
qui montrent des discontinuites ou des singularites. Le modcle conceptuel de base pour les 
transitions de phase continues est la transition paramagnetique-ferromagnetique, a une certaine 
temperature critique T c . Au dessous de T c on observe l'apparition d'un parametre d'ordre, 
l'aimantation spontanee qui s'annulle a T Cl et en s'approchant de T c un certain nombre de 
quantites divergent, notamment la susceptibilte. Ces comportements sont caracterisees par des 
exposants critiques. 



Soit t l'ecart relatif a la temperature critique T c : 

T-T r 



(6.67) 



L'exposant critique A associe a une fonction F(t) est defini par la relation 

F(t) ~ \t\ x 

qui est valable dans la limite t — > 0. Pour un systeme magnetique, nous definissons par exemple 
les exposants suivants: 

Chalcur spccifique en champ nul c# ~ \t\~ a 

Aimantation en champ nul (t < 0) M ~ (— t) 13 

y ' _ (6.68) 

Susceptibilite isotherme en champ nul \ ~ l^l -7 

Aimantation a T = T c (t = 0) M ~ \H\hign(H) 



A partir d'une theorie de champ moyen, il est possible de calculer les exposants critiques, mais 
les resultats obtenus ne concordent en general pas avec les mesures. La methodc du groupe de 
renormalisation a pcrmis de resoudre certaines questions qui demeuraient ouvertes avant son 
introduction en mecanique statistique, notamment: 

P existence de classes d'universalite: il existe des classes de modeles qui sont microscopi- 
qucmcnt diffcrents mais possedent les memes exposants critiques; dans une meme classe, 
le comportement des differents systemes pres des transitions de phase ne depend done pas 
des particularites microscopiques des modeles, mais uniquement de quclqucs parametres 
generaux communs a toute la classe; 

- certains exposants critiques sont les memes pour T < T c et pour T > T c . 

- a partir des lois de la thermodynamique, on peut deduire des relations gcncralcs cntrc 
les exposants critiques, qui prennent la forme d'inegalites. Par exemple a + 2(3 + 7 2; 
l'experience, cependant (ainsi que certains modeles solubles cxactcmcnt) montre que ces 
inegalites sont en fait des egalites. 



6.6.5 Calcul general par la methode du groupe de renormalisation 

Soit Hn — ^Af(Mi:M2: ■ • ■ , w) un Hamiltonien, avec N le nombre de degres de liberte et I le 
nombre de parametres decrivant le systeme a etudier. Le calcul par la methode du groupe de 
renormalisation procede esscnticllcmcnt de la manicre suivantc: on rcduit le nombre de degres 
de liberte du systeme en imposant la condition que le nouveau systeme s'ecrit a l'aide d'un 
nouvel Hamiltonien dependant d'un nouveau set de parametres. Le nouvel Hamiltonien est 
defini par la condition (6.40). 
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Les nouveaux parametres de l'Hamiltonien, regroupes dans le vecteur y! , sont relies aux anciens 
par la transformation du groupe de renormalisation: 

H 1 = My. (6.69) 

II est important de noter ici que si la definition d'un nouvel Hamiltonien par l'equation (6.38) 
est toujours possible, il n'est en general pas vrai que le nouvel Hamiltonien a la meme forme 
que l'ancien. En general la transformation M va generer un nombre croissant de termes dans 
l'Hamiltonien, et done un nombre croissant de parametres. II faut done introduire en principe 
un vecteur y dependant d'un nombre infini de composantes. En pratique on limite en fait le 
nombre de ces composantes. 

Ce vecteur est done un clement d'un cspace vectoriel de dimension infinie. Le nouvel Hamiltonien 
genere par le groupe de renormalisation correspond a un nouveau vecteur yl . On peut done 
representer les operations du groupe de renormalisation par une transformation dans l'espace 
des y. Au point fixe (transition de phase), nous avons la relation: 

fl* = My*, 

et nous pouvons lineariser M autour de y* : les variations 

5y = y — y* , et 8y' = y' — y* 

sont alors reliees par une transformation lineaire, 

Sy' = jrfSy, (6.70) 

ou la matrice srf est evaluee au point fi* et depend du facteur d'echelle b (comparer avec la 
relation (6.61)). 

Soit (Xi,Vi) les valeurs et vecteurs propres de srf. Les A, sont des fonctions de b, tout comme 
si . Comme deux transformations consecutives avec facteurs d'echelle b\ et b-i sont equivalentes 
a une transformation avec facteur d'echelle 6162, nous devons avoir: 

Ai(6i)Ai(6a) = h(bih). (6.71) 

Pour satisfaire cette condition, les valeurs propres doivent etre de la forme: 

Xi = b y ' (6.72) 

ou yi est independant de b. Nous verrons que les j/j sont des exposants critiques et qu'ils 
permettent de calculer a, (3, etc. 

Nous pouvons exprimer Sfj, et 6fj/ dans la base des vf. 

i i 

de sorte que la relation (6.70) devient 

g\ = X l9l = m 9i . (6.73) 

Les nouvelles variables gi et g[, appelccs "linear scaling fields", caracterisent l'Hamiltonien pres 
du point critique — comme les Sx, 5x', 5y et by' dans (6.61) — et les b Vi representent l'operation 
de renormalisation — comme les facteurs b 2 et b dans (6.61). 

L'energie libre reduite par particulc est donnee par 

f = -Jj ln = -^ lnZN '^ = -b^ ln Zn ' 
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en utilisant (G.39) et (6.40). En supposant que Zn{h) et Z^i(fi') ont la meme forme mathe- 
matique (ceci est necessaire pour que l'approche soit utilisable, mais n'est vrai en general 
qu' approximative me nt) nous avons done une relation de la forme /(/^) = b~ d f(fi'). Pres du 
point critique, nous pouvons travailler en terme des variables gi et g[ = b Vi gi et la partie 
singulicrc de l'cncrgie libre verifie done la relation 



f s (gi >92 , ...) = b- d f s (byi gi ,byig 2 , ...). 



(6.74) 



Ceci revient a dire que les systemes initial et renormalie sont decrits par une meme fonction; 
seuls les arguments de cette fonction changent. 

Considerons la transformation g[ = b Vi gi. Si yi > 0, alors g[ > gi car b > 1. Dans ce cas, 
l'operation de renormalisation est telle que \j! s'eloigne de fi dans la direction Vi. Les variables 
gi pour lesquelles yi > sont appclccs variables relevantes ("relevant variables"). Elle decrivent, 
a l'ordre lineaire, de quelle facpn le flux de S? eloigne fi du point fixe. A l'inverse, si j/i < 0, 
g[ < gi et ces variables se nomment variables irrelevantes. Dans le cas limite oil y, = 0, on a 
9i — 9i e t 9i es t appelee une variable marginale. La stabilite d'un point fixe va ainsi dependre 
du nombre de valeurs propres "relevantes" ou "irrelevantes" qui lui sont associees. 

Nous pouvons encore introduire la notion de surface critique dans l'espace des fi, qui est le lieu 
des points tels que S?fi tend vers fi* . Sur cette surface, nous avons £ = oo. En effet, £' = £/& < ^, 
et done £ diminue lors de la renormalisation pour arriver a £* = oo au point fixe. La figure 6.13 
illustre la notion de surface critique et de variable relevante et irrelevante. La variable g\ est 
supposee relevante et les variables 172 et g^ irrelevantes (elles convergent toujours vers la valeur 
zero). Les trajectoires indiquees par des lignes continues se trouvent sur la surface critique et 
convergent vers le point fixe. Celles en pointillcs sont proches de la surface critique et vont 
initialemment dans la direction du point fixe, a cause des variables irrelevantes, mais elles sont 
finalement detournees en raison de la variable relevante g%. 




Critical surface 



Fig. 6.13 - Surface critique et point fixe avec une variable relevante g\ et deux variables 
irrelevantes g 2 et g^ ■ 
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6.6.6 Exemple: systemes magnetiques 

Pour beaucoup de systemes magnetiques, les deux variables relevantes sont g\ = t= (T—T c ) /T c 
et p2 = h= H /k-sT. Nous avons alors d'apres (G.74), en ncgligcant les variables irrelcvantes qui 
tendent vers zero pres du point fixe: 



f s (t,h) = b- d f s (b y H,b y2 h) = b~ d g (b y H,b y2 h), 



(6.75) 



oil g(u, v) est une fonction inconnue de deux variables. La chaleur specifique en champ nul est 
donnee par 



ch 



-T 



d 2 F 



dT 2 



d 2 f s 



H=0 



dt 2 



b- d b 2 ^ 9uu (b y H,0) 



(6.76) 



/i=0 



oil g uu indique la deuxieme derivee de g par rapport a sa premiere variable u. Comme dans 
le modele d'Ising a 1-dimension, nous supposons que cette relation peut etre prolongee analy- 

tiquement pour tous les b reels; nous pouvons done choisir b de telle sorte que b Vl \t\ = 1, ou 

i_ 

encore b = \t\ w . N'importe quel autre choix de b est evidemment possible (pour autant que 
b > 1), mais e'est celui-ci qui donnc lc resultat le plus simple car il fait apparaitre explicitemcnt 
la dependance en t de ch- Comme b Vl t = t/\t\ = sign(t), nous avons 

c H ~ \t\ w _2 5u „(±l,0) . 



En comparant avec (6.68), nous trouvons done pour l'exposant critique a: 

a = 2 - d/yi. 



(6.77) 



II est facile ici de voir que l'exposant critique est le meme au-dessus et au-dessous de T c ; seul 
les prefacteurs different: g u «(l,0) pour T > T c et g uu (— 1,0) pour T < T c . L'aimantation en 
champ nul est: 



M = - 



dF 
dH 



dfs 
dh 



= b- d b V2 g v {b y H,0) 



avec g v la premiere derivee de g par rapport a v et T < T c done t < 0. Avec le meme choix de 
b que precedemment , b = \t\ «i = (—t) m , nous obtenons 



, d V2 
M - (-t) M "1 , 



d'ou l'exposant critique [3: 



/3 = d/y 1 - 2/2/2/1 • 
Pour la susceptibilitc isotherme en champ nul, nous avons: 



(6.78) 



X 



d 2 F 



dH 2 



d 2 f s 



H=0 



dh 2 



b- d b 2y2 g vv (b Vl t,0) cx |£|^~ 2 t 



avec toujours le meme choix de 6, ce qui donne l'exposant 7: 

7 = 22/2/2/1 - d/yi. 
Nous avons finalement pour l'aimantation a T c : 



(6.79) 



M 



dF 
dH 



T=T C 



dfs 
dh 



b- d b V2 g v (0,b y2 h). 



t=o 



Ici, il est avantageux de choisir b — \h\ y ? , ce qui donne M <~ \h\ »2 et pour l'exposant critique 
6: 

S = y 2 /(d-y 2 ). (6.80) 
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En combinant les equations (6.77-6.80), nous obtenons les relations suivantes entre les exposants 
critiques: 

a + 20 + 7 = 2 (6.81a) 
0(5-1) = 7 (6.81b) 



Nous avons calcule plus haut l'aimantation en champ nul. Pour un champ fini, l'aimantation 
est donnee par 

dF dl 
dh 



M = - 



dH 



= b- d b V2 g v (b yi t,b y2 h). 



Avec le choix particulier b = \t\ y i , nous trouvons alors 

d _V2 

M~|t|«i Xg v (±l,\t\ 



h), 



oil le signe + correspond a T > T c et le signe — a T < T c . Nous avons d'autre part d/yx—yi/yi 
P et 2/2/2/1 = 05, ce qui donne 



M~\ t fg v (±l,h\t\-e S ). 



(6.82) 



Dans l'equation (6.82), les deux fonctions g v (l, x) et g v (—l, x) sont inconnues, mais determinees 
par les parametres du problcmc. En particulier, elles ne dependent pas de la temperature. En 
d'autres termes, si l'on mesure M en fonction de H a diffcrcntcs temperatures et que Ton 
represente M/\t\@ en fonction de ft.|£| - ' 3 ' 5 sur un graphique, on doit trouver que toutes les 
mesures tombent sur deux courbes, Fune si T > T c et l'autre si T < T c . Ce resultat important 
porte le nom de loi d'echelle et est illustre sur la figure 6.14. 




0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.1 
fn=M(f,/i)/lr!" 



2.0 2.2 



Fig. 6.14 - Loi d'echelle de l'aimantation pour T > T c et T < T c . 
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Montrons encore comment la thermodynamique mene a des inegalites plutot qu'a des egalites 
telles que (6.81). A partir des relations thermodynamiques, nous avons: 



(dMy 



x( c h - c M ) = T 
Comme cm ^ 0, il vient 

T fdM\ 2 

Dans la limite t — > 0~ (\t\ = —t), en utilisant les definitions (6.68), cela peut se reecrire 

(_*)-« > (_ t )7+2(/3-l) 5 

ce qui n'est possible que si a + 2f3 + 7 ^ 2. 



6.7 Le groupe de renormalisation et le probleme a N- 
corps 

6.7.1 "Poor man's scaling" 

Cette methode se revele utile conceptuellcment pour traiter le probleme de Kondo, mais elle 
n'a pas permis de le resoudre pour T < T*. Nous decrivons ici le "poor man's scaling" de 
fagon generale. Nous considerons un systeme decrit par un Hamiltonien H.q et une fonction 
(matrice) de Green retardee Gq(uj) — (hu> + l — Tto)^ 1 comme dans la section 6.2.1. Le spectre 
des etats a une particule de Ho est suppose former une bande de largeur 2D avec £f en son 
milieu (figure 6.15(a)). 

Si la physique du probleme est dominee par les etats qui sont proches de £f nous pouvons 
renormaliser en eliminant les etats proches de ±D, c'est-a-dire eliminer les degres de liberte 
correspondant a des energies elevees. 4 

Les etats propres de Ho sont des determinants de Slater que Ton peut classer en deux categories: 
les etats "avec" , dans lesquels interviennent des etats a 1-particule dont l'energie est proche de 
±D, et les etats "sans" . Soit P l'operateur qui projette un etat a iV-particules sur le sous-espace 
des determinants "sans". Nous avons schcmatiqucmcnt la situation de la figure 6.15(b). 




(a) (b) 

Fig. 6.15 - (a) Bande d'energie de largeur 2D centree en ep. (b) Projection d'un etat sur le 
sous-espace "sans" au moyen de l'operateur P. 

L 'Hamiltonien d'interaction est represents par la matrice de diffusion T definie en (6.10). Nous 
voulons deriver une equation pour la restriction T' = PTP de T au sous-espace "sans" , qui 

4. C'est cette condition qui n'est pas verifiee dans le probleme de Kondo. En cffet, la theorie dc perturbation 
donne un terme de la forme ln(k^T/D) qui diverge si D > fcjT. Ainsi, la contribution des etats proches de ±£> 
est importante et ne peut etre negligee. 
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prenne la meme forme que (6.10), a savoir 



T' = V' + V'G T'. 



(6.83) 



A partir de (6.10), nous avons 



VT 



-l 



1 - VG = 1 - V(l - P)G - VPG 
V- 1 -(1-P)G -PG . 



T 



-l 



(6.84) 



En multipliant a gauche par V c g et a droite par T il vient 



r 



T 



Veff + Vcff-PGoT 

FVeffP + PV cS PG Q TP = PVcffP + PV cS PG PTP 
V' + V'G T', 



ou nous avons utilise le fait que P 2 = P (P est un projecteur) et PGo — GqP car P commute 
avec Hq. 5 De (6.84) nous voyons que 



et V' = PV C «P est la restriction de V ff au sous espace "sans". Ainsi, nous avons redcfini 
1 'equation de diffusion avec un nombre de degres de liberte plus petit, car la dimension de la 
matrice T 1 est inferieure a celle de la matrice T. 

Les applications actuelles des methodes du groupe de renormalisation dans le probleme a N- 
corps utilisent une methode semblable, non pas pour la matrice de diffusion T mais pour 
rHamiltonicn lui-mcmc. La methode est schcmatiqucmcnt la suivante: 

- on part d'un Hamiltonicn pour le systcmc a N electrons; 

on climinc les degres de liberte (ou etats) loin de la surface de Fermi en exigeant la 
Constance de la fonction de partition; 

- on dcfinit ainsi un nouvcl Hamiltonicn. 

On a done, commc en mccaniquc statistique, un flux de 1'Hamiltonien. Ce flux va souvent vers 
un point fixe, qui caracterise les proprietes a basse temperature. 

La theorie de Landau du liquide de Fermi apparait ainsi comme l'un des points fixes possibles 
d'un systcmc a A^-clcctrons, atteint dans certaines conditions. 

La solution de Wilson au probleme de Kondo est un bon exemple de cette philosophie: pa- 
rametrise de fagon idoine, le probleme de Kondo peut etre renormalise a un point fixe J = — oo, 
qui est exactement soluble. 

6.8 La solution de Wilson au probleme de Kondo 

Le probleme de Kondo consiste a etudier une impurete magnetique dans un gaz d'electrons 
dilucs. Sous certaines conditions cxpcrimcntales (bonnes impuretes dans la bonne matrice), les 
mesures de resistivite et de susceptibilite magnetique donnent des resultats comme ceux de la 
figure 6.16. 

5. On peut le voir facilement dans la base des etats propres de Ho, qui sont soit dans 1'espace "avec", dans 
ce cas Pip a = 0, soit dans 1'espace "sans", auquel cas Ptp s = V's- On a done {HqP — PHojipa, = — PeaV'a = 
-£a-PV>a = et (H P ~ PH )i> S = Hoi's ~ PEs^s = E s tp s - e s Pi/> s = 0. 



Veff 



V + V(l-P)G V cf f 

V + V(l - P)G V + V(l - P)G V(1 - P)G Q V + ... 
[1-V(1-F)G ]- 1 V, 



(6.85) 
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T 



Fig. 6.16 - Mesures de resistivite et de susceptibilite magnetique dans un systeme Kondo. 

Qualitativcmcnt, nous pouvons dire que l'impurete forme un etat singulet avec un electron de 
conduction et alors l'impurete qui est magnetique au depart devient non magnetique. Ainsi 
la susceptibilite Xs n e diverge pas pour T — > 0. Pour traiter ce probleme, nous partons de 
rHamiltonicn: 

H sd = -JS ■ cr{r = 0) 

oil la constante de couplage J < (antiferromagnetisme), S est le spin de l'impurete et <x 
est lc spin total dcs electrons de conduction. Cet Hamiltonicn nc couple le spin S qu'avec les 
electrons situes pres de l'impurete. Le probleme possede une symetrie sphcrique, de sorte que 
si Ton effectuc un dcvcloppcmcnt en harmoniques sphcriqucs, sculc l'harmoniquc £ = subsiste 
dans le probleme. On a done une seule variable a considerer: la valeur du nombre quantique k 
qui decrit le comportement radial des etats. On peut done representer le probleme de Kondo 
comme un probleme unidimensionncl. 

L'idee de Wilson est de separer la bande de conduction (de largeur 2D) en intervalles tels que 
chaquc intcrvallc donnc une contribution identique au terme divergent de la theorie de Kondo, 
e'est-a-dire a l'integrale f^ T de/e oc hx{k^,T / D). Cette condition est realisee si Ton divise la 
bande de fagon logarithmique, comme indique sur la figure 6.17(a), en definissant les etats k 
d'un intervalle n par 

£>A-( n+1 ) < \e k - e F \ < DA-' 1 , A > 1. 




(a) (b) 



Fig. 6.17 - (a) Division logarithmique de la bande de conduction, (b) Fonctions de base loca- 
lisees dans des couches spheriques successives. 

A partir des etats de l'intcrvalle n, on construit une fonction tp n de symetrie s [i = 0) ccntrcc 
sur l'impurete. Cette fonction se trouve etre localiscc dans une couche sphcrique dont lc rayon 
est proportionncl a A? (figure 6.17(b)). Soit f\ a l'operateur de creation pour l'etat (na). On 
peut montrer que l'Hamiltonien s'ecrit: 

U = - JS ■ E /ol<Wo. + D' J2 ^(fUn+lo + kc), 

ou D' = D(l + A _1 )/2 et <r est le vecteur des matrices de Pauli. Grace a cette construction, 
le spin S de l'impurete est directement couple a une orbitale localisee (/q^) qui est elle-meme 
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couplee a une orbitale localisee plus etendue (fl a ) et ainsi de suite: l'Hamiltonien ressemble 
formellement a celui d'une chainc lineaire avec des couplages entre les proches voisins. Les etats 
qui interagissent le plus avec l'impurete correspondent aux petites valeurs de n et sont done 
construits a partir d'electrons de conduction qui couvrent la quasi totalite de la bande (voir 
figure 6.17(a)). Les etats proches du niveau de Fermi sont pris en compte par les grandes valeurs 
de n. 

Cet Hamiltonien introduit une certaine invariance d'echelle, puisque les couches d'extension 
croissantc donncnt une mcnic contribution au probleme. Ainsi, il est possible d'utiliser une 
procedure de renormalisation. Ccllc-ci est definic par la suite d'Hamiltonicns 

M-l 

H M = -JS-Y / fL^f a+^ M - 1)/2 E A-t(/t CT / n+lff + h.c), (6.86) 

aa' n— 0, a 

avec J = J^ M -^/ 2 /D', de telle sorte que H = \im. M ^ 00 {K-^ M - v >' 2 D"H M )- Nous avons la 
relation de recurrence 

■Hm+i - H M = A-2 ^(/L/ M+lCT + h.c), 

a 

ce qui montre que l'intensite du couplage entre rHamiltonien TLm et l'etat M + 1 ne depend 
pas de M et est de l'ordre de A - 2. 

La dimension de Hm est 2 x 4 M+1 ; en effet, chaque orbitale <p n peut etre occupee de 4 faoons 
differentes par 0, 1 ou 2 electrons et Hm est construit a partir de M + 1 orbitales; le facteur 
2 tient compte des deux etats possibles du spin S (pour un spin ^). Ainsi, en passant de 'H.m 
a TLm+i, la taille du probleme est multipliee par 4 et diverge tres vite. L'idee est d'evacuer 
a chaque etape du calcul les etats a A-particules d'energie elevee et de concentrer l'effort de 
calcul sur les etat de basse energie. Ainsi, en commencant avec un 'H.m de dimension 4000, que 
Ton peut diagonaliser numeriqucment, on obtient 4000 vecteurs propres dont on ne conserve 
que les 1000 correspondant au plus petites valeurs propres. On a done 1000 fonctions de base, 
auxqucllcs on rajoutc l'orbitale M + 1, ce qui redonne un Hamiltonien de dimension 4000: la 
procedure peut ainsi etre iteree. Au cours de l'iteration, on observe que les energies d'excitation 
les plus basses convergent vers une valeur constante a mesure que M augmente. 

Pour J — 0, le probleme est trivial: on a A electrons couples par une interaction a 1-corps et 
on trouve facilement les energies d'excitation du systeme qui sont differentes selon que N est 
pair ou impair: 



Energies d'excitation du systeme pour J = 







1.297 


2.827 


N pair 


e' n 




0.6555 


1.976 


N impair 



Pour J — —00, il y a un couplage infinimcnt fort entre le spin localise et l'orbitale fo et ce 
couplage produit un etat singulet entre S et l'orbitale / . Les couplages entre les etats /„ et 
l'etat fo produisent des perturbations de l'ordre A~3 /J i qui tendent vers zero lorsque | J| — > 00. 
Ainsi, pour J = —00, l'orbitale fo est decouplee des autres orbitales et on a un probleme a A — 1 
electrons couples par une interaction a 1-corps, qui peut etre resolu exactement. On peut ainsi 
determiner les energies d'excitation du systeme qui sont differentes selon que N est pair ou 
impair. On trouve les mcmcs rcsultats que pour J = 0, sauf que les etats sont inverses entre N 
pair et A impair. 

e' n (N pair, J = 0) = e^(A impair, J = —00) 
e' n (N impair, J = 0) = s n (N pair, J = —00), 



130 



IMPURETES MAGNETIQUES DANS UN METAL ET EFFET KONDO 



Chap. 6 



ce qui est evident, puisque le cas J = — oo implique le "gel" de l'un des electrons dans l'etat 
singulct. 

Wilson a ensuite calcule e' n pour un J fini (J < 0) en fonction du nombre d'iterations M et il a 
trouve que, pour M suffisamment grand, e' n {J) — > £' n {J = ~°°)j ce qui doit etre interprets en 
disant que l'etat fondamental (et les premiers etats excites) de H(J) tend vers l'etat fondamental 
(et les premiers etats excites) de H(J = — oo). 

Explicitement, Wilson trouve pour A = 2, J = —0.009 et N pair, en fonction de M, 

M 20 22 108 120 130 180 

£i 0.0314 0.0321 0.313 0.363 0.6541 0.6555 

Le premier etat excite tend ainsi vers la valeur de 0.6555 citec plus haut. On dit que l'Hamil- 
tonien suit une trajectoire dans l'espace des parametres (J, A), et converge vers un point fixe 
correspondant a l'etat J = — oo. 



A 




/= 171 = °° 



Fig. 6.18 - Flux de rHamiltonien dans le probleme de Kondo. II y a deux points fixes, le point 
J = (instable) et le point J = — oo. 
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Les methodes numeriques en 
probleme a iV-corps 

L'extreme complexity et difficulte des systemes fortement correles ont amcnc lcs chercheurs a 
s'interesser de pres aux methodes numeriques. 

7.1 Methode Monte-Carlo en mecanique statistique clas- 
sique 

7.1.1 Calcul d'integrales multidimensionnelles 

Comme nous l'avons deja vu au Chapitre 1, la moyenne thermodynamique d'une observable 
classique est donnee par la formule (1.1): 

(A)= dpdqp(p,q)A(p,q) avec p(p,q) = — f ■ (7.1) 

J dpdqe- mp ^ } 

Analytiqucmcnt, il est lc plus souvent impossible d'effectuer ce calcul. II faut alors utiliser des 
methodes numeriques: mais comme le nombre N de particules est de l'ordre de 10 24 , les calculs 
deviennent impossibles. En effet, pour calculer numcriqucmcnt , il est necessaire de passer par 
une discretisation des integrales: 




Fig. 7.1 - Discretisation pour 1'evaluation numerique d'une integrale. 

En prcnant 10 points dans Pintervalle de definition de chaque variable, pour N — 10 24 , nous 
avons 10 10 points, ce qui depasse de beaucoup toutes les capacites des ordinateurs actuels. De 
plus, lorsque N est grand, presque tous les points se situent sur la surface de l'espace des etats. 
Pour voir cela, calculons le rapport R entre le nombre de points a Pinterieur et le nombre total 
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de points lorsque Ton prend n points pour chaque variable. A 1-dimension, nous avons: 

n n 

A 2-dimensions, 

R ^ = n 2 -4(n-2)-4 = / _ 2^ 2 
n 2 \ n 

A d-dimensions, il est possible de demontrer que nous avons: 

RdB = ( 1 

Claircmcnt, si d — > oo, I? tend vers zero. Deja pour d = 10 et n = 10 nous n'avons que 10% des 
points qui sont a l'interieur. 

Pour contourner ce probleme, il existe une autre methode d 'integration, la methode Monte- 
Carlo, qui consiste a prendre des points au hasard. Considerons quelques exemples obtenus par 
ccs deux methodes. 



2 x d 



Jo 



dxe~ x = 0.746824... 



Pour la methode traditionnelle, nous ecrivons: 

M-l 

X W = £, n = 0,...,M-l, h « ^ Y e-^ W)2 . 

M est le nombre de points de discretisation. Numcriqucmcnt on obticnt les valeurs suivantes: 

M 4 10 10 5 



h 0.8220 0.7778 0.746827 
Par la methode Monte-Carlo, nous avons: 

M 



71=1 



ou les M points sont choisis au hasard entre et 1. On trouve par exemple les resultats 
suivants: 

M 4 10 10 5 



h 0.7530 0.7542 0.746919 



Ainsi, pour cette intcgralc simple, la methode Monte-Carlo est moins efficace que la methode 
traditionnelle, sauf si le nombre de points de discretisation est tres petit. 



f 1 2 
ho= / dx 1 ■ ■■dxi e-^* x > = (h) 10 = 0.0539739. .. 
Jo 

Par la methode traditionnelle, nous ne pouvons pas comme auparavant prendre 10 5 points de 
discretisation par variable, car il faudrait alors (10 5 ) 10 = 10 50 points, ce qu'aucun ordinateur 
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ne permet. Supposons que nous sommes limites a 10 6 w 4 10 operations. Nous pouvons done 
prendre M — 4 points dans chaque direction. Nous obtenons alors 

I w w 0.8220 10 = 0.1408. 

Le resultat est presque 3 fois superieur au resultat correct. Cela vient de la puissance 10 qui 
amplific l'erreur de 10% contenue dans la valcur 0.8220. Ce resultat est faux parce que nous 
avons (1 — 2/4) 10 w 0.1% des points qui se trouvent a l'interieur du domaine. Par la methode 
Monte-Carlo, on obtient par exemple pour M = 4 avec des x[ n ^ choisis aleatoirement: 

I 10 «-|o £ e-^°)' = 0.053942. 

ni, mo=l 

Ainsi pour cette integrate, la methode Monte-Carlo est bien meilleure que la discretisation tra- 
ditionnclle. 



C ^wieI I (A = 10 ~"' 

II s'agit ici d'une Lorentzienne tres piquee (de largcur 2 x 10~ 3 ) autour de x = 0.5. Pour avoir 
une bonne representation discrctiscc de la courbc, il faut done que la distance entre les points 
de la grille soit plus petite que 10~ 3 ; il faut done plus de 1000 points. Pour M = 10 4 , la 
discretisation donne un tres bon resultat (en realitc precis a 10 -12 , car l'erreur commise pour 
x < 0.5 est compensee par celle commise pour x > 0.5). Le resultat de la methode Monte-Carlo, 
par contre, meme pour M = 10 6 , comporte une erreur typique de 0.5%. 



/W--^.n (li _^ +A ^ '° (A-i°-') 

La methode traditionnelle est ici inapplicable, car il faudrait au minimum 1000 10 = 10 30 points 
pour avoir une bonne resolution du pic. La methode Monte-Carlo donne avec M = 4 10 un 
resultat typiquement de 10 -3 -10~ 4 : il y a en gros un facteur 10 8 -10 9 de difference avec le 
resultat exact. Cela est du au fait que les points significatifs de la fonction a integrer (ccux ou 
elle differe appreciablement de zero) sont tous resserres pres du pic de la Lorentzienne. Comme 
dans la methode Monte-Carlo on prend les points totalcmcnt au hasard avec meme probabilitc, 
la zone interessante n'est pas mieux representee que les autres, qui domincnt. 

Ce fait est assez problematique, car en mecanique statistique nous sommes amenes a calculer 
des integrales dont l'integrand possede un maximum extremement pointu. 

7.1.2 Exemple: fonction de partition 

La fonction de partition est definie en mecanique statistique classique par: 

avec Q(E) la degenerescence de l'etat thcrmodynamique d'energie E. Dans l'ensemble micro- 
canoniquc (E fixe), l'entropie est reliee au nombre d'etats £l(E) par S(E) = kBlnfl(E). Nous 
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avons done Cl(E) — exp[S(E)/kB] — exp[(3TS(E)] et pour la fonction de partition: 

Z = J dEe'^ E - TS ^. 

L'integrand est maximal lorsque d[E — TS(E)]/dE — 0, e'est-a-dire lorsque dS/dE = l/T. 
Cette relation definit un extremum Eq, autour duquel nous pouvons developper l'integrand: 



-0[E - TS(E)} = -0[Eo - TS(E ) 



I3T d 2 S 



(e - E y + ... 

E a 



2 dE 2 

La dcuxicmc derivce de l'entropie peut se calculer a partir de la relation 

dS=%dE+±dV, (^) = ±, 
T T ' \dEJ v T 

d'ou (d 2 S/dE 2 ) v = -l/T 2 (dT/dE) v , et avec (dE/dT) v = cy. 

'd 2 S\ 1 1 



8E 2 J v T 2 c v ' 
La fonction de partition peut alors etre reecrite sous la forme: 

0[e q -ts{e o )] f dEe -i(^) 2 



ou 5E = {kBCv)^T. L'integrand a la forme d'une Gaussienne tres etroite. En effet, cy est une 
grandeur extensive, done cy oc N, de meme que Eq. Par rapport a l'energie caracteristique Eq 
du systeme, la largeur 8E de la Gaussienne vaut SE/E oc VN/N = 1/VN ~ 1CP 12 pour un 
systeme typique contenant de l'ordre de 10 24 particules... 

En mccaniquc statistiquc, nous sommcs done confrontes a des integrales dont l'integrand est 
significatif uniquement dans une petite region de l'espace de phase. La methode Monte-Carlo 
donnera de tres mauvais resultats, car l'etendue de cette region est ncgligeable par rapport 
au volume total d'intcgration. Pour rcsoudrc ce probleme, nous allons modifier la methode 
Monte-Carlo afin de concentrer les points dans la portion de l'espace de phase ou l'integrand 
est significatif. 



7.1.3 Algorithme de Metropolis 

Considerons par exemple un modele d'Ising de N spins a 1-dimension et soit x une configuration 
quclconque: x — (t T 4 T ■ ■ ■)■ Le nombre de telles configurations est 2^. A partir d'une configu- 
ration initiale xq, nous pouvons construire une trajectoire xq — > x\ — > Xi — » . . . dans l'espace de 
phase en renversant chaque fois un spin choisi au hasard. Apres suffisamment d'etapes, toutes 
les configurations possibles auront ete visitees et notre trajectoire aura done parcouru la totalite 
de l'espace de phase. Nous pouvons done en principe obtenir la moyenne des observables en 
calculant leur valeur dans chaque configuration et en la ponderant par le facteur de Boltzman 
approprie. Dans la pratique, il n'est pas possible de parcourir toutes les configurations lorsque 
N est grand, mais seulement un petit nombre d'entre elles. Comme presque toutes des confi- 
gurations sont peu probables du point de vue thcrmodynamique, il est important de pouvoir 
selectionner en priorite lors de notre promenade aleatoire les x n les plus probables (avec les 
energies les plus basses) qui donnent la contribution dominante a la moyenne. La demarche 
ci-dessus ne permet pas de le faire, puisque tous les x n ont la meme chance d'etre selectionnes. 
II faut introduire une contrainte qui guide la trajectoire vers les "zones probables". 
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A l'equilibre thermodynamique, la probabilite que lc systeme soit dans l'etat x est p<iq(x) = 
e -/3E(x) J e -pE{x) _ g - t _> \ a probabilite de transition de l'etat x a l'etat x' et 

W(x' — > x) la probabilite de transition inverse. L'equilibre ne peut etre realise que si le 
nombre de transitions de x a x', p& CL (x)W(x — ^ x'), egale le nombre de transitions de x' a 
x, p^ q (x')W(x' — > x). En d'autre termes 



^Xg ^ x ') _ -f3[E(x')-E(x)] = -05E 

W(x' -> a ^ 



(7.2) 



Cette loi porte le nom de "detailed-balance law" et elle caracterise l'equilibre thermodynamique. 

Lors de la marche aleatoire dans l'espace de phase, nous voulons que la trajectoire parcourue 
resscmble a cette dynamique de l'equilibre et done que les taux de transition w(x — ► x') et 
w(x' — > x) resultant du choix aleatoire verifient la loi (7.2). Cette condition est garantie si nous 
imposons la contrainte suivante: la configuration x n+ \ construite aleatoirement a partir de x n 
est retenue avec une probabilite 




(7.3) 

si SE < 

avec SE = E(x n +i) — E(x n ) et < a ^ 1. C'est I'algorithme de Metropolis. Explicitcmcnt, 
si SE (l'energie de x n +i est plus grande que celle de x n ), on tire un nombre aleatoire a 
entre et 1; si a < ae~ /3SE , la configuration x n +i est retenue, autrement elle est abandonnee 
et un nouvel x n +i est genere. Si SE < 0, x„+i est retenue si a < a et rejetee si a > a. 
Comme a > ae~^ SE , nous voyons que les configurations de basse energie seront plus facilcmcnt 
retenues. Pour se convaincre que l'algoritlinie de Metropolis verifie la loi (7.2), il suffit de 
constater que les probabilites w(x — > x') et w(x' — > x) sont respectivement ae~P 5E et a si 
SE = [E(x') - E{x)] > et respectivement a et ae pSE si SE < 0. 

II est possible de demontrer que lorsque la regie (7.2) est satisfaite, la marche aleatoire (con- 
trainte) permet d'obtenir la valeur moyenne des observables selon 



1 N 

< A > = J im «E 4 w ( 7 - 4 ) 

N—>oo I\ L — * 
n=l 

avec A(x n ) la valeur de l'observable dans l'etat x n . Cette relation est l'analogue du principe 
ergodique, selon lequel la moyenne thermodynamique d'une observable est egale a sa moyenne 
temporelle: (A) = liniT^oo ^ J A(x t ) dt. Evidemment, la sequence des x n retenus par I'algo- 
rithme ne correspond pas a revolution reelle x t du systeme, bien que la partie de l'espace de 
phase couverte par les deux trajectoires soit la meme si N et T sont suffisamment grands. 



7.2 Methode Monte-Carlo en mecanique quantique 
7.2.1 Calcul d'une moyenne quantique 

Pour representer l'etat fondamental d'un systeme quantique, nous introduisons une fonction 
d'onde variationnelle ^ n (x) qui depend d'un certain nombre de parametres optimisables sym- 
bolises par r] et de toutes les variables du systeme regroupees dans le vecteur x. L'energie de 
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cet etat peut s'ecrire: 

(x) 



E v — 



(*n\H\^) J ^%{ X )H%{ X ) Jdx\* v (x)\^ 



J dx^*(x)y tl (x) J dx\$ v (x)\ 

dx Pri(x) H .^ V } X ? avec p n (x) = Ij^MJ 

Wj)W ' dx^^x^ 



L'integrale sur x porte sur toutes les valeurs possibles de toutes les variables (quantiques) du 
probleme ct est manifcstcmcmt multidimcnsionncllc... Nous voyons que cette expression est 
analogue a l'equation (7.1) qui donne une moyenne statistique classique, a la difference que la 
probabilite de la configuration x n'est pas oc e~^ Er] ^ mais ex ^^(a;)! 2 . Pour effectuer cette 
integrate, nous pouvons done utiliser l'algorithme de Metropolis, a condition de modifier le 
critere de selection des configurations x de telle maniere que 

w{x^x>) _ Pv (x>) _ |^(x')| 2 



U)(x'->X) p n (x) \^r,(x)\ 2 

Cette condition est remplie si nous remplagons (7.3) par 




7.2.2 Recherche de l'etat fondamental par la methode de projection 

L'etat fondamental |0) d'un systeme peut en principe etre calcule a partir de n'importe quel 
autre etat IV't) qui ne hii est pas orthogonal scion l'cxpression: 



|0) cx lim e- TH \^ T ) si (0|V>t) ^ 



(7.6) 



(le "T" de \iI>t) signifie "trial"). En effet, si \n) sont les etats propres de Tt, on a 

e- TH \TpT) = 5>- rB "N(r# T ) = e- TBo |0)(0|VT> + J2 e^"|n><r#T> 



n>0 



Comme Eq < Ex < . . ., tous les termes e rE ™ sont negligeables devant e tE ° lorsque r — > oo. 
Done 

lim e- TH \ip T ) = lim e" rB °|0)(0|^ T ) cx |0). 

r — >oo r — >oo 

Pour appliquer cette methode au calcul de |0), nous devons evaluer e~ Tn . Nous pouvons ecrire, 
avec M ^> t 

e-™ = (e-^ n ) M « (1 - eH) M , e = ^ « 1. (7.7) 

Nous pouvons done en principe appliquer de fagon repetee l'operateur (1 — eTL) sur la fonction 
d'onde d'essai |^t) afin de calculer |0). Le probleme qui se pose cependant est le suivant: si la 
fonction d'essai I^t) est un determinant de Slater, ce n'est en general pas le cas de (1 — eH)\ipT) 
et encore moins de (1 — e7i)(l — eTi)\ipT), qui seront des sommes de determinants: il devient 
alors impossible de representer ces vecteurs numeriquement, car le nombre de determinants a 
prendre en compte est tres grand, comme nous l'avons deja mentionne (p. 60). 

II cxiste une solution a cette difficulte qui necessite d'introduire quelques notions supplcmen- 
taircs, sous la forme de deux thcorcmes. 
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Formule de Trotter et transformation de Hubbard- Stratonovich 

Theorcmc Soit TL = Hq + H' l'Hamiltonicn dccrivant un systcmc physique. Nous avons alors: 

+ 0(e 2 ).\ (7.8) 



,-e(H +n') _ -m -m' 



Cette formule est appelee formule de Trotter. 
Demonstration. — La formule de Trotter decoulc dircctcmcnt de la relation 



e A+B = e A e B 



\ [A, B] + commutateurs d'ordres superieurs, 
avec A = —eHo et B = —eH'. Pour etablir cette relation, nous calculons explicitcmcnt: 



„A+B 



e A e B 



eA+B _ eAeB 



t + {A + B)+\{A + Bf + ... 

1 + A + B + \{A 2 + B 2 + AB + BA) 



(t + A 



\A 2 



.){t + B+\B z + ...) 



= 1 + A + B + \{A 2 + B 2 ) + AB + ... 

= i (AB + BA) — AB + ... = \{BA- AB) = -h[A,B] 



Theoreme Pour tout operateur A 7 nous avons: 





f dxe -^^ XA= 




f dxe-i x2±t ^ xA . 






\/27r J 





(7.9) 



Cette formule est appelee transformation de Hubbard- Stratonovich. 



Demonstration. En multipliant a gauche par e eA , nous pouvons reecrire l'integrand de (7.9) 
sous la forme d'un carre parfait: 



i 



dxe-^T^A)^ 



On peut facilement demontrer cette relation en travaillant dans la base des vecteurs propres de 
A: A\n) = a n \n). En effet, dans cette base, on a 



J dxe~^ x ^ A)2 =J2\n) J dx 



= Y d \n)(n\=t. 



Le dernier membre de l'egalite (7.9) resulte du changement de variable x — > \/2ttx. 

Equivalence entre systemes classiques et quantiques: la molecule H^" 

Considerons une molecule d'Hydrogenc ioniscc (e'est-a-dire avec un scul electron) plongcc dans 
un champ electrique constant E. L'Hamiltonicn d'un tel systcmc est 

H = Hq - m ■ E = Ho — m x E 

ou m est le moment dipolaire de la distribution de charge electronique. Nous supposerons 
qu'il n'y a que deux etats possibles pour l'electron: l'un ou l'electron orbite autour de l'atomc 
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► X 



Fig. 7.2 - Molecule d'Hydrogene ionisee Hj en presence d'un champ electrique. 



de gauche, note | — 1) et l'autre ou il orbite autour de l'atome de droite, note | + 1). Les 
elements de matrice de Ho dans cette base sont, avec u = ±1, (u\TLq\u) = (zero de l'energie) 
ct {u\TLo\ — u) = —A ("terme de hopping" d'une orbitale a l'autre). Ceux de m x = J dr xn(r) 
sont (Mjm^lzt) = u\x et (u|ma;| — u) = en supposant que les deux orbitales ne se recouvrent 
pas. Dans la base choisic, rHamiltonicn s'cxprimc done 



n = 



-IJ.E -A 
-A fiE 



Ce probleme etant tres simple, nous pourrions fort bien le resoudre en diagonalisant directement 
TL. Au lieu de ccla, nous allons utiliscr la formule de Trotter pour calculer la fonction de partition, 
afin d'illustrer le principe general suivant: 



Un systeme quantique a d-dimensions est toujours 
I 'equivalent d'un systeme classique a d+l-dimensions. 



(7.10) 



L'extension de la (d + l) cmc dimension est cependant gcneralement finie. Ce principe est 
tres interessant, car il montre que les methodes developpees pour traiter des systemes clas- 
siqucs peuvent etre utilisees pour des systemes quantiques en changeant la dimcnsionnalite du 
probleme. 

La fonction de partition pour la molecule est, en utilisant la formule de Trotter: 
Z = Tre-W = Tr {e^ n ) M = Tr [ e -^ e em * E + 0(e 2 )] M avec e = 

Comme m x E est diagonal avec elements de matrice ^f^E — ufiE nous avons (u\e em * E \u') = 
Suu'e u ^ E . D'autre part, si e -> 0, e- tH ° w (1- eH a ) et (u\(l - eH )\u') = 8 UU , + (1 - S uu >)eA. 
Nous pouvons reecrire cela sous la forme plus commode (u\e~ eHo \u') = \/eAe~ uu lny ^+0(e 2 ), 
d'ou 



we 



= y/ e Ae~ uu ' lny/IK+u ' e,lE + C(e 2 ). 
En negligeant les tcrmcs d'ordre e 2 , la fonction de partition devient done 



g — «i« 2 In VeA+M2e/ii5 x ■•• X e~ UmUi ' n » e A+uiefj,E 



Z = (eA)* 

Ul, U M 

f M 1 

= (eA)^ ^ exp < - y^(itjttj +1 In VeA - u i+1 eiJ,E) > 

U1,...,«M I 1=1 J 

l K = - In VeA, £ = e^E. 



avec UM+1 = wi 



(eA) 2 exp IK ^2 UiU i+1 + L^ut *> 

{«} I i i ) 



Nous trouvons la meme expression que pour le modele d'Ising a 1-dimension, equation (6.45), 
avec cependant une extension finie. Pour la molecule H^, qui est un systeme quantique de 
dimension 0, l'analogue classique est le modele d'Ising a 1-dimension. 
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Systeme de N electrons avec un nombre fini d'etats a une particule 

Nous considerons un systeme electronique dans un espace de Hilbert fini, construit a partir 
de M etats a une particule auxquels correspondent les operateurs a\, ... , aJ M (M > N). Un 
determinant de Slater dans cet espace peut toujours s'ecrire 

\4,} = c\ •••4|0) 

ou les etats a 1-particule c\ sont des combinaisons lineaires des a\ selon 

M 

<f>ji est une matrice de dimension M x N qui caracterise entierement le determinant \(j>), d'ou 
l'usage du meme symbole. Nous etablissons ainsi une correspondance biunivoque entre l'en- 
semble des determinants et un ensemble de matrices, ce qui nous permettra de travailler tantot 
dans un ensemble tantot dans l'autre. En particulier, on peut dcmontrcr la relation 

det (0V) , (7.11) 

ou <ft denote la matrice hermitienne conjuguee de <j>. Comme <fi est de dimension M x N , <ft est 
de dimension N X M et (frcf)' est une matrice carree de dimension N x N. 

Soit un Hamiltonicn general de la forme 

M M 

H = H + H' = ^2 K H 4 a 3 + Vi M a l a ) a i a k ■ ( 7 - 1 2 ) 

ij ijkl 

Notre but est de calculer l'ctat fondamcntal a l'aide des formulcs (7.G) et (7.8) et d'une fonction 
d'essai |"0t) qui est un determinant de Slater: 

|0) oc lim (e-^)"!^) = lim f e - £Ho e- eH 'V l |V'T) (e«l)- (7-13) 

Comme l'cncrgic cinctique est un operateur a un corps, elle transforme un determinant en un 
autre determinant. En effet, on peut montrer que 

e - Mo \(j)) = 10'), ou la matrice 0' = e~ eK <i>, (7.14) 

K etant la matrice M x M des coefficients Kij de l'Hamiltonien. II est done facile de calculer 
(e~ eH °) |-0t) puisqu'a chaque iteration n, le nouvel etat est encore un determinant qui peut 
etre represente par une matrice M x N. L'operateur e~ e7i , en revanche, n'a pas cette pro- 
priete: en general e~ eU \<f>) est une somme infinie de determinants, e~ c ' H \<p) = c(<p') \4>')- 
Pour contourner ce probleme, nous allons utiliser la transformation de Hubbard-Stratonovich 
et exprimer e~ eH comme une integrate sur des operateurs a un corps. 

En reorganisant la somme sur ijkl dans l'equation (7.12), il est possible de reecrire TC comme 
une somme de carres d'operateurs a un corps: 

M 

H' = ^pl ou p^Y^R^ala,. 

a ij 

est une matrice qui represente l'operateur a un corps p a , de meme que la matrice K 
represente Hq. En utilisant la formule de Trotter et la transformation de Hubbard-Stratonovich, 



140 



Les methodes numeriques en probleme a TV-corps 



Chap. 7 



nous avons 



J\dx c 



e 2 o 



_ ,.-E y ^«(^Kts- avec M«(a: a ) - ~iV2ex a R^ ] . 



s'exprime done commc unc intcgralc multidimcnsionncllc sur des operateurs a un corps 
qui chacun transforment un determinant en un nouveau determinant. En terme des matrices 
qui representent les determinants, nous avons la relation analogue a (7.14): 

e -£« MufrM*} \4>) = ou la matrice </>' = e^ 3 ^. 

En introduisant le vecteur x = (x\, . . . , x a , . . .) et la fonction 



p( X ) = n 



e 3 a 



2tt 



nous pouvont ecrire: 



de sorte que e~ tH \(j)) = \(p') avec les matrices cf) et (j)' reliees par 



M(x a ) 



(7.15) 



Par rapport a la situation de depart, nous avons obtenu unc manicre dc calculcr e~ en \ipT) qui ne 
disperse pas de fagon incontrolee dans tout l'espace de Hilbert, mais considere successivement 
( J dx) des determinants bien definis representes par les matrices B(x)4>. 

7.2.3 Calcul des valeurs moyennes 

Supposons maintenant que n est suffisamment grand pour que (e _e ^)" \iPt) — |0) en accord 
avec (7.13). Pour calculer la valeur moyenne d'une observable A dans l'etat fondamental, (A) = 
(0|^4|0)/(0|0), nous commencons par evaluer (0|0): 



(0|0) = (ih\{<r' H ) \*h) 



dx {1) ■ ■ ■ dx {m) P(x^) ■ ■ ■ P(x^) (ip T \ 



2n 



1=1 



dx^ ■ ■ ■ dx^P(x^) ■ ■ ■ P{x^) det \ 4 



2n 



4>T 



en vertu de (7.11), ou i^t est bien sur la matrice representant le determinant |V>t)- Commc 
P(x) est defini positif et joue le role d'une probability, l'integrale ci-dessus est du meme type 
que l'integrale (7.1) et peut done se calculer par l'algorithme de Metropolis. 

Le calcul de (0|^4|0) procede de maniere analogue, en representant l'operateur A par sa matrice, 



ouvc 



(0|.4|0) = / dxW ■ ■ ■ dx^P{x^) ■ ■ ■ P{x^) det \ ^ 



2n 



l\B(x 



U=l 
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que Ton peut egalement calculer avec l'algorithme de Metropolis. 

La methode Monte-carlo permet aussi de calculer des moycnncs thcrmodynamiques a tempera- 
ture finie. Par exemple, la fonction de partition peut s'exprimer 

Z = Tre-W = *£(j> n \e-W\<t> n ) = J>„| (e^)V>, 

n n 

ou la somme porte sur les determinants de Slater \<f> n ) qui forment la base de l'espace de Hilbcrt. 
Cette expression a la memo forme que cellc qui donne (0|0) et peut done se calculer de la mcmc 
maniere, en remplagant simplcment V't par <frn et e par [3/fi dans la definition de B(x): 



z = J2j dx(1) ' ' ' dx{R)p ( x(1) ) ■ ■ ■ P(x {fl) ) det J <pl 



7.3 Methode de Lanczos pour l'etat fondamental 



La methode de Lanczos est une procedure au terme de laquelle on dispose d'un ensemble de 
vecteurs \ip n ) orthogonaux et tels que dans la representation l'Hamiltonien est reel et 

tridiagonal, autrement dit 

(7.16a) 
(7.16b) 
(7.16c) 



(VvilVv) 




si n n' 


{i>n\H\i> n >) 




si \n — n' 


(■>Pn\H\i) 


i-i) 




(4>n\lpn) = b n - 


Matriciellement, Ti prend done la forme 








( aa 


bi 


... \ 




bi 


«i 


b 2 


H = 





b 2 


a 2 '■■ 




V o 




/ 



(7.17) 



L'algorithme debute avec un vecteur quelconque que nous supposons non orthogonal a 
l'etat fondamental |0): (O|-0o) 7^ 0. A partir de |-0o), nous calculons un nouveau vecteur \ipi) 
scion 



1 , \ n-i\ 1 \ (V^ol^lV'o) 1 , v 



(7.18) 



(■00 1^0 

Nous verifions facilement a partir de (7.18) que (V'olV'i) = et que b\ — {ip\\H\il)o) = (V'iIV'i) 



(V'olV'i) 

L'algorithme se poursuit pour n ^ 1 scion 



(V'olV'o) 
\W0\W0) 



\ip n+ i) = n\ip n ) Vn) - 7^ h r Wr, 



(7.19) 
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Verifions d'abord que \ij)2) est orthogonal a |^>o) et 





= <V^o 


\nwi 






W'l hAi / , i , ■ 
worn) 




= (V'o 


\n\fh) 









(V>i|^> 




\H\i>i) 




-(V'iIV'i) 


(V'iIV'i) / , i , • 

(WW 




= (V'i 




-{*h\H\il>x) 


= 0. 





Nous devons ensuite montrer que (t/>2|W|V , o) = et que 62 = (^>2|W|V'i) = (V^l - */^); cn utilisant 

(7.18) puis (7.19) 

(WW (WW 

Nous avons done montre que les conditions (7.1G) sont verifiees pour n ^ 1. Nous allons main- 
tenant montrer que si elles sont verifiees pour £ ^ n, alors elles le sont aussi pour n+ 1, ce qui 
prouve les relations (7.16) pour tout n par recurrence. Calculons (ipg\tp n+ i) pour £ ^ n: avec 

(7.19) , nous trouvons 

/ill \ I 1 \n-i\ 1 \ (V'nNjM / 1 1 1 \ {'MM \ 

Wn\lPn) (V'n-Wn-l) 

Comme (7.16) est suppose valide pour £ sC n, nous avons (V^IV*™) = <W(VVi|VVi) e t (ipi\ipn—i) = 
S^n-i^n-iltpn-i). II vient done 

{lpi\lp n+ l) = {lpl\H\lp n ) - Se n (lp n \H\lp n ) - Si t n-l{lpn\lpn)- 

Si£ < n— 1, nous avons clairement (V^lVVi+i) = (^|W|^„) = car (7.16) est suppose vrai pour 
£ ^ n. Si £ ~ n — 1, nous trouvons pour la meme raison (^|-0 rl _|_i) = (t/Vi-i \H\ipn) ~ (VVilVVi) = 0. 
Finalcmcnt, si £ = n, (■ij't\ 4>n+i) = (ipn\'H\ipn) — \7i\ipn) = 0. Nous avons done montre que 
le vecteur \i/) n +i) defini par (7.19) est orthogonal a tous les precedents. Calculons a present 
(ip n +i\?i\ipl) pour £ ^ n. Nous avons pour \ip£ + i): 

u \ n-i\ 1 \ {M^A^i) 1 , > {i>e\i>t) 1 , \ 
{tpim) {ipi-im-i) 

et done 

<</wi^> = (^il^i) + {J rrr^ Wn + im + . , (Vwil^-x) 

= (lp n+1 \lpi +l ) = ^(V'n+llV'n+l)) 
ce qui acheve la demonstration. 

Iterons l'algorithme de Lanczos jusqu'a n = M. Nous trouvons alors une matrice M x M 
tridiagonale qui represente TL dans une partie finie de l'espace de Hilbert. Une telle matrice est 
assez facile a diagonaliser numcriqucmcnt cn utilisant des routines optimisees pour cette tache. 
Apres diagonalisation, nous trouvons l'etat fondamental (de dimension M) IV'o 1 ''); d'energie 
E^\ de la matrice M x M. Nous pouvons alors prolonger ) de maniere quelconque hors 
du sous-espace MxMet recommencer l'algorithme de Lanczos avec IV'o 1 '') comme etat initial. 
On obtient alors un \?p^} et un E^ < E^. En procedant ainsi un grand nombre de fois, il est 
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possible de montrer que Ton converge vers l'etat fondamental. Par contre, la derniere matrice 
obtenue ne donne pas les etats excites. Pour les trouver, il faut calculer des etats de base de 
l'espace de Hilbert orthogonaux a |0) et recommencer la procedure dans le nouvel espace de 
Hilbert qui compte une dimension de moins. Lorsqu'il y a convergence, nous avons trouve le 
premier etat excite. 

Ce calcul semble assez simple. Malheureusement, il se heurte au probleme dcja souvent ren- 
contre, a savoir la taille de l'espace de Hilbert qu'il faut pour representer l'etat |0). Pour illustrer 
cela, considerons le modele de Hubbard a 2-dimensions sur un reseau fini N x N. L'Hamiltonien 
de Hubbard, que nous avons deja mentionne [equation (6.30)], s'ecrit 



bbard 



Sur chaque site, il y a 4 etats possibles: inoccupe, occupe par un electron avec spin up, occupe 
par un electron avec spin down et occupe par deux electrons. Pour un reseau de N 2 sites, il y 
a done 4 N etats. Si N = 10, nous avons besoin de 4 100 w 10 60 coefficients pour decrire un etat 
du systeme. Dans un ordinateur, il y a une limite entre 10 7 et 10 8 coefficients. L'algorithme 
de Lanczos, qui semble a premiere vue une methode absolue pour trouver l'etat fondamental, 
rencontre les memos limitations fondamcntales que les autrcs methodes: la grandeur immense 
de Pespacc de Hilbert considere. 



A J* f f * \ 



— v 

/ 



Fig. 7.3 - Modele de Hubbard a 2-dimensions. 



CHAPITRE 8 



Effet Hall quant ique 



Un des exemples les plus celebres de systeme fortement corrclc est 1'efFet Hall quantique frac- 
tionnaire, deja decrit dans le Chapitre 5 (p. 95). 



8.1 Effet Hall classique 

L'effet Hall usuel se manifeste lorsqu'on fait passer un courant j = (j x , 0, 0) a travers un metal 
plonge dans un champ magnetique B — (0, 0, B): les charges sont deviees par le champ B vers 
les bords de l'echantillon et donnent lieu a un champ electrique transverse E y qui contrebalance 
l'effet de B. A L'equilibre, nous avons 

eE y = e(v A B) y = e ( — A B ] = —j x B 



ne J y n 

ou e est la charge des porteurs et n leur densite. Le coefficient de Hall R est donne par 

^ = -rhy = — . 
JxB ne 

et sa mesure permet de determiner le signe de la charge des porteurs (electrons ou trous) . 



8.2 Rappel: les niveaux de Landau 

Dans un champ magnetique uniformc B = (0, 0, B), les niveaux electroniques dans un cube de 
cote L sont caracterises par trois nombres quantiques k z , k y et v definis de la manicrc suivante: 
k z = n^- decrit la propagation libre le long de l'axe z; k y — m"^- est lie a la composante x du 
centre de gravite Xo de l'orbite elcctroniquc scion 

hk v eB 

x a = , lu c = — 

mu> c m 

avec Ct> c la frequence cyclotronique; v est un cnticr qui indice les niveaux de Landau: 

h 2 k 2 

e(k z ,k yi v) = — + {v + \)hw c . (8.1) 

Le fait que xq doit se trouver entre et L entraine que le nombre de k y differents est limite. 
La degenerescence Nq d'un niveau avec v et k z fixes est ainsi donnee par le nombre de valeurs 
possibles de k y et vaut 

<I> h 
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oil <& est le flux total du champ magnetique a travers l'echantillon et <I>o est le quantum de 
flux. On observe qu'on peut aussi ecrire pour un systeme 2D (voir plus bas), avec n = N/S et 
$ = BS 

_ j x _ en _ e 2 N 1 h _ e 2 N _ e 2 N _ e 2 _ 
° xy = By = ~B = JilS Be = ¥$/$o = TTiVo = ~h~ V 

avec v le nombre de particules divise par le nombre de quanta de flux et e 2 /h = l/i?H le 
quantum de conductance. Lorsque les electrons occupent complctemcnt un certain nombre de 
niveaux de Landau, T> est entier et v = v + 1. 

Lorsque le champ magnetique augmente, lo c et Nq augmentent. Pour un k z determine (par 
exemple k z — 0), les niveaux de Landau sont de plus en plus espaces, et chacun peut etre 
occupe par un nombre de plus en plus grand d'electrons. 

Comme explique dans le Chapitre 5, l'effet Hall quantique entier apparait dans des systemes 
2D, qui se trouvent a des interfaces entre deux semiconducteurs, par exemple Si/Si02- Dans un 
systeme 2D, k z — et les niveaux d'energie sont 

e(k y , v) = {v+ \)hio c . 

On peut se representer ces niveaux par des cercles concentriques separes de Hoj c ; chaque cercle 
est occupe par N electrons et le niveau de Fermi separe les cercles occupes des cercles inoccupes. 




Fig. 8.1 - (a) Representation schematique des niveaux de Landau a deux dimensions, (b) 
Densite d'etats dans le cas ideal et (c) en presence d'impuretes. 



Lorsque le champ B augmente, le niveau occupe le plus haut se vide graduellement, parce que 
Nq augmente et les niveaux inferieurs peuvent done accomoder plus d'electrons. 



8.3 Effet Hall quantique entier 

La premiere observation de l'effet Hall quantique entier a ete faite par Klitzing et al. en 1980. 
Sur la figure 8.2, on voit les potentiels transverse et longitudinal mesures en fonction de B. 
V y est relie a E y qui vaut E y = j x (h/e 2 )^ d'apres (8.3). En fonction de B, on observe des 
plateaux correspondant a des valeurs entieres de v, alors que d'apres la theorie classique, E y 
est simplcmcnt proportionncl a B. 

L'explication de cet effet a ete donnee assez rapidement, et invoque la presence d'etats elec- 
troniques lies a des impuretes. La densite d'etats se presente comme sur la figure 8.1(b,c). 
Lorsque le champ B augmente, l'un des niveaux devient completement vide; ensuite, sur une 
certaine plage de B, ce sont les etats lies aux impuretes et non les niveaux de Landau qui 
se vident progressivement, d'ou les plateaux dans E y (ou <J xy ). En effet, de facon purement 
qualitative, on peut dire que les proprietes de conduction ne dependent pas des electrons lies 
aux impuretes, mais uniquemcnt de ceux situes sur les niveaux de Landau: aussi longtemps que 
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Fig. 8.2 - Mesure des champs electriques transverse et longitudinal en fonction du champ 
magnetique (dans cette figure la coordonnee x est appelee transverse, contrairement au texte). 



le nombre d'electrons dans les niveaux de Landau reste constant, ces proprietes changent done 
peu. 

II existe un argument un peu plus quantitatif du a Streda ( 1982) . Considerons un contour 'rf qui 
cntoure entierement le systeme 2D. Si B change, le flux $ a l'interieur du contour va changer 
aussi et on a 

E - d£ =~w 

Le courant j± normal au contour est donne par j± = a xy E^, ou E\\ est la composante de E 
parallele au contour en un point donne. On a alors 



Ot Jcg <7 X y J V U X y \ dt J 

avec Q la charge totale dans le systeme. On en tire 

dQ _ d<S> _ dQ 

~dt~ axy ~dt' ° xy ~ a¥' 

D 'autre part, si v niveaux de Landau sont occupes, alors la charge totale dans ces niveaux est 
Q = evN = ev<&/<£ Ql de sorte que dQ/d$ = ev/<& et 

ev e 2 v 
a ^ = ^ = 1/ h = R a - (8 - 4) 

Reste a comprendre pourquoi ces arguments, qui sont valables pour des electrons libres puisqu'ils 
utiliscnt notammcnt le concept de niveaux de Landau et le nombre d'electrons qu'il contienncnt, 
restent valables pour des electrons en interaction. 

La raison pour laquelle la resistance parallele au courant p xx w lorsque a xy est sur un 
plateau est plus compliqucc, et difficile a cxpliqucr en termes simples. On dit parfois que l'etat 
fondamental est un etat coherent avec gap, analogue a un etat supraconducteur. Pour expliquer 
Pxx ~ 0, il faut cependant tenir compte des etats de bord ("edge states", voir p. 153). Bien que 
petite, la resistance p xx est neanmoins finie: cxpcrimcntalcment, un courant dans un anneau 
persiste environ 10 3 secondes dans les meilleurs cas. 
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8.4 Effet Hall quantique fractionnaire 



L'explication de 1 'effet Hall quantique entier depend de maniere cruciale de l'existence de 
desordre ou d'impuretes. II etait done naturel de tenter de mesurer cet effet dans des cristaux 
de plus en plus purs. Tsui et al. en 1982 produirent des echantillons de GaAs/AlGaAs pour 
lesquels le libre parcours moyen des electrons etait beaucoup plus eleve que dans les echantillons 
de Klitzing. Le resultat ne fut pas une disparition des plateaux, mais au contraire l'apparition 
de nouveaux plateaux, a des valeurs fractionnaires de is, v — p/q, oil q est impair. 

100 



75 
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Fig. 8.3 - Effet Hall quantique fractionnaire dans des heterojonctions GaAs/AlGaAs. 



Puisque u = 1 dans (8.4) correspond au premier niveau de Landau completement occupe, un 
v fractionnaire correspond intuitivement a une occupation partielle de ce premier niveau. En 
fait, si un seul niveau est occupe, on peut definir v comme le taux d'occupation: 



nombre d 'electrons nombre d 'electrons 



nombre d'etats ®/®o 
nombre d'electrons 
nombre de quanta de flux dans l'echantillon 



(8.5) 



Si le niveau le plus bas est entierement occupe, v = 1 et done le nombre d'electrons est egal au 
nombre de quanta de flux qui traverse le systeme. 

II s'est avere que dans la solution de ce probleme, l'interaction de Coulomb entre les electrons 
joue un role essentiel et que Ton a un systeme fortement correle, dont l'etat fondamental et les 
etats excites sont totalcmcnt diffcrcnts de ccux des electrons libres. La solution a etc apportee 
par Laughlin, qui a littcralcmcnt devinc la forme de la fonction d'onde de l'etat fondamental. 



8.4.1 La fonction d'onde de Laughlin 

En considerant l'equation (8.5), on voit que pour tous les v < 1, on a affaire a une occupation 
partielle du niveau de Landau le plus bas. En fait, Laughlin a tout d'abord considere le cas v = ^. 
II faut aussi voir que pour les champs B trcs clcvcs considcrcs ici, l'interaction de Coulomb est 
petite par rapport a l'interaction magnetique. En effet, dans un systeme bidimensionnel, la 
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distance typique entre deux electrons est ro = 1/y/n = Wh/eB, en supposant N = Nq = Q/$o- 
Ainsi, le rapport entre lcs energies coulombicnne et magnetique est 



e 2 /(47re er ) 



WeBr 



1 m* m 



4ire eVhheB e m 2e \hJ sjB cm ^B/Tcsla 



lm* 



193 



Pour le GaAs, e = 12.5, m* /m — 0.067, et on obtient un rapport de l'ordre de 1/yB (B en 
Tcsla, 1 T=10 kG), qui montrc que l'energie magnetique dominc pour des champs supericurs a 
quclqucs Tcsla. Ccci impliquc que l'interaction de Coulomb n'a pas pour effet de faire intervenir 
des etats provenant de niveaux de Landau superieurs. Tout se joue dans un seul niveau de 
Landau. 

Considerons tout d'abord des electrons libres. Dans la jauge symetriquc, A — ^(y, — x,0), 
1' equation de Schrodinger s'ecrit 



1 

2^ 



■ih 



d_ 

dx 



B 

e 2 V 



-ih 



dy 



B 

e—x 
2 



%jj = eip. 



Dcfinissons la longueur magnetique 



(8.6) 



et les nouvelles variables x — x/£b, y = y/f-B- L 'equation de Schrodinger devient 



hui c 



d _ 



Si nous definissons encore 

z = x + iy, z = x — iy et 
alors nous trouvons l'equation suivante pour <p: 

hlUr. 



dz dzdz 



.d_ 

'dy 



ip(z,z) 



ip = eip. 



e 2 



<j)(z,z), 



En supposant que <p(z,z) = f(z), oil f(z) est unc fonction analytiquc quclconque de z, nous 
obtenons une classe de fonctions qui verifient l'equation de Schrodinger avec l'energie e — \hui c , 
car d(j>/dz = 0, et qui correspondent done au premier niveau de Landau. Nous allons done 
considerer des fonctions a une particule de la forme 

i> m {z,z) = f m (z)e~^ zl \ 

ou les fm(z) sont lineairement independantes. Pour construire une fonction d'onde a N parti- 
cules a partir de ces fonctions propres, il suffit de considerer une fonction de N variables 

telle que F soit antisymetrique et construite a partir des fonctions f m (z). Si nous choisissons 
par exemple f m {z) = \JN m z m , nous obtenons des etats 

1> m (z,z) = ^N^z m e-i^ 2 

qui ont unc allure d'anneau, avec un maximum de \ip m \ pour d/d\z\(mln \z\ — ^\z\ 2 ) = 0, 
e'est-a-dire \z\ = yjm. En terme des unites initiales, le maximum se trouve en 

r m = y/m£ B - 
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La fonction d'onde est tres piquee autour de r m , surtout si to est grand, ct l'anncau de l'etat 
to enclot une surface 



= irmin — 



2nh 



$ 



Si nous construisons le determinant a partir des N fonctions 



z° z 1 z 2 z N ~ x 



nous voyons que la plus etendue de ces fonctions recouvre la surface totale du systeme si 
N = N = $/$ : 



' N-l 



<f>n $(1 N — I 

(N-1)^ = (N-1)^S=—S~S. 



On peut alors ecrire pour tjj lc determinant: 



# = 



1 

zo 



1 



N-l N-l 



1 

ZN-1 

N-l 
Z N-1 



et on peut montrer que cette fonction peut cgalcmcnt s'ecrire 



N-l 

IK' 

i<j 



•7) 



ce qui peut etre demontre de la maniere suivante: un determinant nc change pas de valeur si 
on remplace un colonne par la soustraction de cette colonne par une autre. Soustrayons par 
exemple la colonne 2 de la colonne 1. Tous les elements de la colonne 1 peuvent alors s'ecrire 
z r n — z" 1 — {zq — zi)P[zq, zi) oil P est un polynome. Ceci montre que (zq — zi) peut etre factorise 
du determinant et il en va de meme pour tous les (z^ — zj) avec i ^ j. II s'en suit que (8.7) est 
correct, puisqu'il a la bonne factorisation et le bon degre. 

La propriete fondamentale de la fonction (8.7) est qu'elle est "incompressible". On ne peut pas 
polariser un determinant fait avec toutes les fonctions d'onde possibles. C'est l'equivalent d'une 
bande pleine (isolant) ou plutot d'un supraconducteur. Cette fonction reflete aussi manifeste- 



ment le principe de Pauli, puisqu'elle est nulle pour Zj 



pour tout i 7^ j. 



Lorsque le premier niveau de Landau n'est que particllcmcnt occupc (A^ < No), il faut en 
principe considerer un tres grand nombre de determinants differents que Ton peut former avec 
N fonctions a choisir parmi les No de la base, ce qui fait Nq\/[N\(No\—N)\]; le probleme devient 
impratiquable. L'idee geniale de Laughlin a ete d'essayer la fonction 



N-l 



*= n i*i- z if 



On peut voir tout de suite que cette fonction correspond a un facteur de remplissage de | 
du premier niveau de Landau. En effet, lc maximum de la fonction "a une particulc" la plus 
etendue obtenue en posant tous les Zj sauf un a zero se trouve a \z\ = y/3N ou r = V3N Ib et 
cette fonction recouvre done une surface irr 2 — 3(N/ Nq) S . Comme cette surface doit etre egale 
a 5, on voit que 

_ N _ 1 
V ~ N~o ~ 3" 

On peut montrer en outre que cette fonction est aussi "incompressible" . On voit par aillcurs 
qu'elle obeit a une version renforcee du principe de Pauli: les electrons s'evitent d'avantage — 
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avec un facteur (zj — zj) 3 — que si seul le principe de Pauli etait a l'ceuvre: cette propriete 
imite les correlations et reduit les effets coulombiens. 

La decouverte de Laughlin aurait pu s'arreter la. En fait, il s'est avere que son travail a ouvert 
un champ extremement riche de decouvertes a la fois experiment ales et theoriques. En fait, il a 
contribue au developpement des connaissances sur un nouvel etat de la matiere. 



8.4.2 Effet Aharonov-Bohm 

En 1959, Aharonov et Bohm ont predit un effet paradoxal: la connaissancc du champ B dans 
l'espace ou se trouvent des electrons libres nc suffit pas a determiner leurs proprietes; il faut en 
fait connaitre A et il se peut que les proprietes electroniques soient modifiees si A ^ 0, meme 
si B = 0. 



Solenoid, flux * 





Fig. 8.4 - Effet Aharonov-Bohm. 



Aharonov et Bohm ont examine une situation dans laquelle des electrons libres se meuvent 
dans une region de l'espace occupee le long de l'axe z au point x = y = par un solcno'idc 
impenetrable dans lequel se trouve un champ B uniforme (figure 8.4). Dans ce cas, B = dans 
tout l'espace occupe par les electrons. Par contre, on a i / car 



A - dt= / B ■ ds = $ 

pour tout contour ferme renfermant une surface 5? . Ceci implique que par exemple (a une 
transformation de jauge pres) A v = Q/2irr, A r — A z — 0. Les electrons en presence de ce tube 
de flux obeissent a l'equation de Schrodinger: 

1 2 
— [-iW - eAM] ip(r) = eip(r), 
2m 

qui a pour solution 

ip(r) ~ exp ^ik ■ r + — J A ■ d£^ 
Ceci veut dire qu'un electron faisant un tour complet autour du tube de flux acquiere une phase 

- / A ■ dt = 27r-$ = 2tt — 
hj^ h $ 

et peut done interfere!' avec lui-mcmc, sauf si $ = n$o avec n cnticr. 1 



1. En fait, le vrai "quantum de flux" correspondant au plus petit flux fini qu'il est possible de realiser n'est 
pas h/e mais h/2e et correspond done a 0n/2. II peut done exister un flux $ = n$o avec n demi entier. 
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Cet effet a effect ivcmcnt etc teste experimentalemcnt. II n'est pas possible de fabriquer un 
soleno'ide infiniment long, mais l'experience a ete faite avec un petit aimant de forme toroi'dale 
dans lequel on regie le courant pour que <f> = ^<f>o (figure 8.4). Si n = 0, il n'y a pas d 'interference 
(figure 8.5(A)); si n = 1, il y a une interference de tt et les electrons qui passent a l'interieur de 
l'aimant sont dephases d'une demi longueur d'onde par rapport a ceux qui passent a l'exterieur 
(figure 8.5(B)). 




Fig. 8.5 - Verification experimcntale dc l'effet Aharonov-Bohm. 

L 'effet Aharonov-Bohm met en evidence le fait que le comportement des electrons depend de 
la topologie de l'espace dans lequel ils se meuvent. Un espace d'ou l'axe z est exclu n'a pas la 
meme topologie qu'un espace normal: on ne peut pas contracter n'importe quelle courbe fermee 
en un seul point. 

8.4.3 Charges fractionnaires 

La geometrie de l'effet Aharonov-Bohm a ete utilisee par Laughlin pour montrer que les ex- 
citations d'un systeme a effet Hall quantique fractionnaire ont une charge fractionnaire. Le 
raisonnement est le suivant. On imagine un soleno'ide qui traverse perpendiculairement le gaz 
d'electrons bidimensionel et on augmente le flux de jusqu'a <&n. Pour cette valeur de $n, le 
dephasage pour une electron qui tourne autour du soleno'ide est de 2tt, et done le systeme se 
trouve dans un etat propre. Cet etat propre ne peut pas etre l'etat fondamcntal, car l'instaura- 
tion du flux chasse de la charge hors du systeme; e'est done un etat excite. On a pour la charge 
qo dans cet etat, en suivant le meme raisonnement qu'a la page 147, 

dQ ev 

— — = — =>■ On = ve 

ou v = i, . . . Le fait que les etats excites soient caracterises par une charge fractionnaire a 
ete verifie experimentalement par Saminadayar et al. en 1997, en mesurant le bruit de grenaille 
("shot noise") que l'on observe dans tout transport de courant. Le bruit de grenaille est pro- 
portionnel a la charge qui transporte le courant et les mesures ont mis en evidence une charge 
qo = e/3. 

8.4.4 Ordre topologique 

La forme tres particulicrc dc l'etat fondamcntal dans les systcmcs a effet Hall quantique et 
la nature remarquable des excitations ont amene les physiciens a concevoir des theories tres 
elegantes qui suggerent fortement que l'on a affaire a un nouvel etat de la matiere, un etat 
liquide quantique caracterise par un ordre topologique. 

L'ordre topologique est defini initialement sur la base d'un raisonnement semblablc a l'effct 
Aharonov-Bohm. Deux particules quantiques peuvent etre caracterisees par leurs positions 
{ r ii r 2\- Si on elimine le point r\ = T2 pour tenir compte du principe de Pauli, on obtient 
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Fig. 8.6 - Bruit de grenaille dans un gaz d'electrons 2D pour un champ magnetique correspon- 
dant au plateau v = g . 

un espace qui n'est pas simplement connexe. On peut dcfinir lcs espaces (position du centre 
de masse) et Y- (position relative), 

y+ = {r+ = |(ri +r 2 )}, f_ = {r_ = n - r 2 }. 

L'espace "3^1 n'est pas simplement connexe: dans l'espace si Ton va du point r_ au point 
— r_ (echange des deux particules), la fonction d'onde d'une paire de bosons ne change pas, 
mais ccllc d'une paire de fermions change de signe. La phase •& de la fonction d'onde |f/>|e l,? 
change done de la maniere suivante: 

i9 = 2n (bosons), $ = n (fermions). 

Dans les systemes a effet Hall quantique fractionnaire, sur le plateau v — |, la fonction d'onde 
change de d = ^tt. Ccci montrc que la fonction d'onde obcit a une statistique anormale et 
decrit des particules qui nc sont ni des bosons ni des fermions, et portent par ailleurs une 
charge fractionnaire. On appclle ces particules des any cms. La notion d'ordre topologique et 
d'anyon joue un role important dans l'explication de l'effet Hall quantique fractionnaire. 

8.4.5 Etats de bord ("edge states") 

Les orbites de bord sont toujours importantes lors- 
qu'on analyse les etats electroniques dans un champ 
B. Dans le cadre de l'effet Hall quantique, ces etats 
constituent un liquide de Luttinger et sont impor- 
tants pour expliquer la propricte p xx et pour 
determiner l'ordre topologique. 
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CHAPITRE 9 



Supraconducteurs a haute 
temperature critique 



9.1 Introduction: structure et diagramme de phase 

Avant 1987, la temperature critique maximale atteinte par un supraconducteur etait d'en- 
viron 23 K. Des 1987, de nouveaux supraconducteurs ont ete decouverts avec pour certains 
une temperature critique de plus de 150 K sous pression. Ces supraconducteurs sont appeles 
supraconducteurs HTS pour "High Temperature Superconductors" . Les proprietes des pre- 
miers supraconducteurs cites sont bien expliquccs par la thcoric BCS, qui limite par ailleurs la 
temperature critique a une temperature de l'ordre de 30 K. Cette limitation a tout de suite fait 
comprendre que les supraconducteurs a haute temperature critique sont de nature differente 
que les supraconducteurs BCS. 

Les HTS ont tous une caracteristique structurelle tres particuliere: ils sont constitues de plans 
de CuC>2 separes par des couches intermediates, dont la composition chimique peut varier, et 
par la modifier le nombre d 'electrons se trouvant dans les couches Cu02- Voyons cela sur un 
premier exemple: le La2_ 2; Sr 2 ;Cu04. Pour x = (dopage mil), ce compose est fait de doubles 
plans de LaO alternant avec des plans de CuC>2. On peut substituer ensuite graduellement du 
Sr pour du La, et Ton a alors des doubles plans de (La/Sr)0 alternant avec des plans de Cu02 
(figure 9.1(a)) 




(a) (b) 



Fig. 9.1 - Structure atomique des composes (a) La2- x Sr x CuOi et (b) YBa^Cu^O^x. 

L'exemple de la figure 9.1(b) est le YBa 2 Cu306+a;, compose d'une succession de 6 plans: (1) 
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plan de BaO, (2) plan de chaines de CuO^, (3) plan de BaO, (4) plan de C11O2, (5) plan de Y, 
(6) plan de CuC>2. 

Le tableau suivant montre les structures de 4 des composes les plus etudies, avec la temperature 
de transition maximale (obtenue par un choix optimal de x) 



La 2 - x Sr a; Cu04 YBa 2 Cu 3 6+:r Bi 2 Sr 2 CaCu208+ :E Tl 2 Ba2Ca2Cu3Oi +; 
La/Sr cuprate YBCO-123 Bi-2212 Tl-2223 

T c = 38 K T c = 93 K T c = 94 K T c = 125 K 









Cu0 2 




Cu0 2 


Cu0 2 


Ca 


Cu0 2 


Y 


Ca 


Cu0 2 




Cu0 2 


Cu0 2 


Ca 








Cu0 2 


(La/Sr)0 


BaO 


SrO 


BaO 


(La/Sr)0 


CuOz 


BiOi + | 


T10 1+ 




BaO 


BiOi+J 


T10 1+ 






SrO 


BaO 



Dans beaucoup de cas, les oxygenes des plans Cu02 sont proches de ions d'oxygene des plans 
voisins (ce qu'on appelle les oxygenes apicaux), formant des especes de pyramides d'oxygene 
(voir figure 9.1). Cependant, la distance typique d'un cuivre du plan Cu02 vers un oxygene du 
meme plan est nettement plus courte (~ 1.9 A dans le L^-zSr^CuO^ que vers les oxygenes 
apicaux (~ 2.4 A). 

Nous verrons que pour T > T c , la conductivity de ces materiaux est tres anisotrope: la conduc- 
tivity <T a b dans le plan est beaucoup plus grande que celle perpendiculaire au plan, <r c , et tout 
donne a penser que a a b se situe principalement dans les plans de Cu02 , et que ce sont dans ces 
plans que se jouent principalement les phcnomcncs de la supraconductivite (bien que, en des- 
sous de T c , le systeme soit un supraconducteur 3D). Pour comprcndre en detail le mccanismc 
de conduction dans les plans Cu02, et comment il est modifie par le dopage, considerons 
l'exemple du La2- a; Sr. r Cu04. Nous avons pour les differents atomes de ce compose les struc- 
tures electroniques suivantes: 

Cu : [Ar]3d 10 4s La : [Xe]5d6s 2 O : [He]2s 2 2p 4 Sr : [K]5s 2 

Dans le cristal non dope (x — 0) l'oxygene complete sa couche 2p et se met dans la configuration 
2 ~ , le La perd ses electrons 5c? et 6s et se met dans la configuration La 3+ . Le cuivre doit, pour 
conserver la neutralite, se mettre dans la configuration Cu 2+ , c'est-a-dire perdre son electron 
4s et un electron 3d. 

Dans le plan Cu02, une image naive dirait ainsi 
qu'il y a une bande s et une bande p provenant 
de l'O, toutes deux remplies, et une bande d pro- 

venant du Cu, presque completement remplic. Un ^ / d ; \ Cu 

calcul un peu plus rcaliste doit se fairc en hybridant // (2)~^s N \ 

les couches p de l'O et les couches d du Cu, en tenant 1/ d »y d " d yz 

compte de la symetrie du cristal. Ce calcul donne une / (6) Ed 

serie de bandes avec des symetries correspondant a la 2p — — — // 
symetrie carree du systeme. Toutes ces bandes sont N \~ 12) '/ 

remplies, sauf la bande d x 2_ y 2, qui pourrait contenir fj] ' 

deux electrons par site Cu02 mais n'en contient en 
fait qu'un. 
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Ainsi en theorie des bandes, nous devrions avoir un metal. Toutefois, l'experience donne un iso- 
lant antiferromagnetique. Nous en deduisons une forte correlation due a une forte interaction de 
Coulomb U. Dans cette situation, nous parlons d'isolant de Mott: les electrons preferent se loca- 
liser completement (un sur chaque site) afin de minimiser l'energie de Coulomb (figure 9.2(a)). 
Pour decrire un tel systcme, THamiltonicn de Hubbard est un tres bon modclc: 



ij 



HI 'Hi- 



Cest le modele le plus simple qui ne considere qu'une seule orbitale par atome et une forte 
repulsion coulombienne localisee sur chaque site. On peut demontrer que l'etat fondamental est 
bien antiferromagnetique pour une densite electronique correspondant a un electron par site. 
La forte repulsion de Coulomb empeche d'avoir deux electrons sur un seul site. Dans le compose 
La2Cu04, le lanthane est dans la configuration La 3+ . Si nous remplacons du La par du Sr qui 
est Sr 2+ , alors le nombre d'electrons dans le systcme va diminucr. II y aura des trous et alors, 
il y aura possibilite d'une mobilitc electronique (figure 9.2(b)). 

i i i i i { 



r 




























• 


r 




H 1 















(a) 



> > > \ > \ > 
(b) 



Fig. 9.2 
trous. 



(a) Isolant antiferromagnerique de Mott. (b) Antiferroaimant de Mott dope avec des 



La chose qui est etonnante est que la mobilite electronique puisse devenir supraconductrice, 
done nous passons directement d'un isolant a un supraconducteur. Au lieu d'ajouter des trous, 
il est possible d'ajouter des electrons. Nous avons typiquement comme diagrammes de phase: 
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Fig. 9.3 - Diagrammes de phase pour les composes Nd2- x Ce x Cu04- y , dope avec des electrons, 
et La2-xSr x CuOi- y , dope avec des trous. 
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9.2 Proprietes anormales des HTS. Introduction experi- 
mentale et theorique 

Les HTS (ou cuprates) ont un certain nombre de proprietes "anormales" qui les distingucnt 
ncttcmcnt des supraconducteurs traditionnels (que nous appellerons supraconducteurs BCS). 
Ces proprietes anormales, qui apparaissent soit au-dessous, soit au-dessus de T c font penser, 
pour des raisons que nous enumerons plus bas, qu'il s'agit de systemes fortement correles. Ceci 
a amene le developpement d'un certain nombre de points de vue theoriques, qui parfois se 
recouvrent, mais dont aucun ne s'est encore impose. Nous allons maintcnant faire une revue de 
certaines de ces proprietes anormales et de certains points de vue theoriques, que nous citons 
ici, pele-mele. 

Proprietes anormales des HTS (liste non exhaustive) 

A) La symetrie d du parametre d'ordre 

B) L'existence de "stripes" dans certains composes 

C) La mauvaise definition des quasi-particules pour T > T c 

D) L'existence d'une resonance magnetique pour T <T C 

E) L'existence d'un pseudogap pour T c < T < T* dans certains composes 

F) Le comportement anormal de la resistivite et de la constante de Hall pour T > T c 

Points de vue theoriques principaux 

A) Theories basees sur le fait qu'on a un non-liquide de Fermi; liquide de Luttinger; separation 
spin-charge; theories de jauge 

B) Fluctuations de phase dans l'etat pseudogap; paires preformees; transition BCS-BEC; 
comportement Kosterlitz-Thoulcss 

C) Theories basees sur la presence de fluctuations magnetiques et/ou la proximite de la 
transition antiferromagnetique (theorie de Pines, theorie SO(5)) 

D) Theories basees sur la proximite supposee d'une transition de phase quantiquc 

E) Simulations numeriques 

9.2.1 Quelques proprietes anormales des HTS 

Lorsque Ton parle de proprietes "anormales", c'est pour distinguer ces supraconducteurs des 
supraconducteurs BCS. II est bon ici de situer les proprietes principales de ces derniers: 

- pour T > T Cl ce sont des metaux bien decrits par la theorie des liquides de Fermi: des 
quasi-particules bien definies, aucun signe d'instabilite dans les fluctuations; 

- pour T < T c , ces supraconducteurs sont bien decrits par la theorie BCS qui est une theorie 
de champ moyen. 

Les proprietes principales auquelles nous ferons reference plus bas sont: 

(1) L'existence d'un gap dans le spectre des excitations elementaires, qui se traduit experimen- 
talement dans la caracteristique I-V d'une jonction Normal/Isolant/Supraconducteur. Ce 
qui se passe dans une telle jonction est represente au mieux dans une figure comportant 
les densites d'etats du metal normal et du supraconducteur en regard l'une de l'autre 
(figure 9.4(a)). Pour qu'un courant circule, il faut (a T = 0) que /i n — /i sc = eV ^ A. 
Ceci apparait dans la caracteristique I-V (figure 9.4(b)). L'existence d'un gap apparait 
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Fig. 9.4 - (a) Densites d'etats dans une jonction Normal/Isolant/Supraconductcur. (b) Ca- 
racteristiques I-V a differentes temperatures [Schrieffer 1964]. 



cgalcmcnt dans la susceptibilite de spin des electrons (mesuree par exemple par le Knight 
shift de la resonance nucleaire) , dans la largeur de raie 1 /T\ de la resonance nucleaire qui 
obeit dans l'etat normal a la relation \jTT\ — cste et qui va rapidement vers zero pour 
T < T c , et dans d'autres experiences analogues. 



(a) 



a„(T) 1.5 



X Hebel-Slichter 




• Red field-Anderson 


/ V 




/ x * 1 
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X. 




.Hoi = O.OlkT, 




1 1 



0.4 0.6 




Fig. 9.5 - Rapport entre (a) les taux de relaxation des spin nucleaires et (b) les susceptibilitcs 
de spin dans l'etat supraconducteur et dans l'etat normal [Schrieffer 1964]. 



(2) Le gap supraconducteur est de symetrie s, c'est-a-dire que si on developpe Afe en ondes 
partielles, c'est l'onde partielle s (t — 0) qui apparait a la temperature T c . Cette propriete 
n'est pas une consequence de la theorie BCS. D'autres symetries sont possibles, et sont 
observees en particulier dans l' 3 He. 



A) La symetrie du parametre d'ordre 

Dans les HTS, la symetrie du parametre d'ordre est d, ou plutot d x 2_ y 2 qui est l'une des 
symetries de type d admises dans un reseau carre: 

A fc = ^A (cosk x - cosk y ) » -\& a (k 2 x - k 2 y ). 

Le terme (cosfc 2 — cosk y ) peut etre soit positif soit negatif et meme nul, done le parametre 
d'ordre va pouvoir changer de signe. Les excitations de basse energie du supraconducteur cor- 
respondent aux vecteurs d'onde k ou s'annule (quasi-particulcs "nodales", voir figures 9.6 
et 9.7). La surface de Fermi des cuprates est csscnticllcmcnt une structure 2-dimensionnelle. Si 
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Points nodaux 




Gap s Gap d 



Fig. 9.6 - Symetries s ou d du gap. La surface de Fermi, supposee circulaire, est representee 
en gras. 

pour la clarte du propos, on la represente par une cercle, on peut superposer a ce cercle un gap 
de symetrie s ou d. Cette symetrie a ete predite, sur la base de theories de type magnetique 
avant d'etre observee. Experiment alcmcnt, cette propriete a ete confirmee notammcnt par effet 
Josephson, mesures ARPES ("Angle resolved photoemission spectroscopy") et tunneling STM. 

Effet Josephson Une jonction Josephson est composee de deux supraconducteurs separes 
Pun de l'autre par une mince barriere isolante (figure 9.7(a)). Pour des supraconducteurs de 
symetrie s, Josephson a demontre qu'a tension nulle, il circule un courant supraconducteur, 
e'est-a-dire un courant de paires de Cooper, qui depend de la difference de phase entre les deux 
supraconducteurs. Ce courant est donne par la formule: 

J = Jq sin Atp 

ou Aip = ipi — (f2 est la difference entre les phases (du parametre d'ordre = |Ai|e IVi ) entre 
les deux supraconducteurs. Josephson a cgalcmcnt demontre que lc flux magnetique a travers 
une boucle supraconductrice fermee par une jonction Josephson (figure 9.7(b)) est quantific: 
$ = n$o oil $0 = h/2e est le quantum de flux (voir note au bas de la page 151). 




(a) (b) (c) 

Fig. 9.7 - (a) Jonction Josephson: une mince barriere isolante separe deux supraconducteurs 
caracterises par des phases differentes. (b) Boucle supraconductrice fermee par une jonction 
Josephson. (c) Orientations cristallographiques dans une jonction Josephson entre deux supra- 
conducteurs de type d. 

Dans un supraconducteur de symetrie d x 2_ y 2, les lobes ± de A s'orientent selon les directions 
cristallographiques (figure 9.7(c)). Si dans une jonction entre deux cristaux on appelle i?i et $2 
les angles entre la perpendiculaire a la jonction et l'axe x (pour que les $j soient bien definis, il 
est important d'avoir des monocristaux) , alors le courant supraconducteur a travers la jonction 
est: 

J = Jo cos 2d\ cos 2$2 sin Aip. 
Suivant les relations entre les angles #1 et $2, le signe du courant peut changer. Par exemplc, 
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nous avons: 



01 = 


tf 2 - 


7T 

2 


-> J = 


Jo sin A<y9 






7T 

4 


-> J = 







^2 = 


- 


-» J = 


—Jo sin A(y9 



Dans le cas ou J — — Jo sin A</j, la jonction est appelee jonction n. Pour un supraconducteur de 
symetrie d x i_ y i formant une bouclc fermee, ct si lcs jonctions dans la boucle sont des jonctions 
7r, le flux est quantifie, mais avec valeurs (n + |) <j> - Done la valeur de base du flux est 

Considerons une couche mince supraconductrice avec trois grains dont les orientations sont 
telles que sur la figure 9.8(a). Sous 1'effet d'un champ magnetique, des vortex traversent le 
supraconducteur et portent un quantum de flux; cependant la valeur de ce quantum depend 
de l'endroit ou se trouve le vortex. S'il est a l'interieur de l'un des cristaux, le vortex portc 
un flux <!>o (figure 9.8(b), courbes A-A' et B-B'). II en va de mcmc si le vortex se trouve a 
l'intersection de deux grains 1 (courbes C-C, D-D', E-E' et F-F'). S'il se trouve a l'intersection 
des trois grains, par contre, le flux doit etre |<i>o car l'ensemble des trois grains forme une 
jonction n. Les mesures de flux de la figure 9.8(b) confirment ces predictions (notez que le flux 
a ete multiplie par deux pour les courbes G-G' et H-H'). 




10 o 10 

Position ( urn } 



(a) 



(b) 



Fig. 9.8 - (a) Couche mince supraconductrice avec trois grains et trois jonctions [adapte de 
Tsuei 2000]. (b) Mesures du flux magnetique a travers les vortex indiques sur (a); les courbes 
sont deplacees verticalement pour faciliter la lecture [Kirtley 1996]. 



ARPES Une experience d'ARPES consiste a illuminer la surface d'un systeme avec des pho- 
tons monochromatiques et a mesurer le nombre d'electrons emis dans une certaine direction 
et avec une certaine energie. II s'agit en fait d'une version raffmee de 1'effet photoelectrique. 
L'appareil de mcsurc cvalue l'energie (la vitesse) des electrons en analysant leur trajectoire 
dans un champ magnetique. On peut montrer que l'intensite / (le nombre d'electrons) dans la 
direction k et pour l'energie Hu est donnee par 

I(k,w) = C\M{k\ ] )\ 2 A{k h ijj)f{uj) (9.1) 



1. II faut remarquer que dans ces cas de figure la distribution radiale du flux peut etre moins piquee que dans 
les cas A-A' et B-B'; le flux total obtenu en integrant les courbes est cependant toujours $o. 
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(a) A PPareildemesure 

hi 





Fig. 9.9 - (a) Mesures par la methode de photoemission resolue en angle, (b) Spectres ARPES 
pour un gaz d'electrons libres. 



oil fen est la composante du vecteur d'onde dc l'electron dans le plan dc la surface, C est une 
constante, M(k) est un element de matrice, A(k,u>) est la fonction de densite spectrale et f(o-i) 
la fonction de Fermi. Si la dependance en k dc l'elcmcnt de matrice est faible, on a simplcmcnt 

I(k,Lu) oc A(k h uj)f(uj). 

La mesure ARPES perment ainsi d'acceder directement a la fonction spectrale du systeme (et 
done a la fonction de Green) dans le plan parallele a la surface. Pour des materiaux quasi 
bidimensionncls comme les HTS, toute l'information importante se trouve dans ce plan. 

Rappelons que pour des electrons libres on a (formule (3.59)) 

A(k,u>) = 8{hw - (e k - e F )). 

On va done mesurer dans ce cas un pic tres bicn defini pour toutes les valeurs de k telles que 
£fc ^ £f (figure 9.9(b)). Pour un supraconducteur BCS, on a 

A(k,u) oculS(huj-E k ) + vlS(hu; + E k ), 

avec 

E k = V(e k -e F )* + \A k \i, u k = \ (l + , v k = \ (l - . 

Pour k — kp, A(k,uj) possede deux pics de part et d'autre de l'energie de Fermi en hcu = ±|A| 
(figure 9.10(a)). A basse temperature, la fonction f(uj) dans (9.1) supprime le pic a +|A|. En 
mesurant la position du pic en fonction de k pour |fe| = kp, on peut ainsi determiner |Afe| sur 
la surface de Fermi. 




E p -|A| E f E p + |A| 20 40 60 80 

FSan^e 



Fig. 9.10 - (a) Spectres ARPES pour un supraconducteur BCS. (b) Surface de Fermi et valeur 
absolue du gap mesures par APRES pour le compose Bi-2212 [Randeria 1997]. 
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Pour les HTS, les mesures ARPES on permis de confirmer directement que le gap possede une 
symetrie d telle que representee dans la figure 9.6: lorsque k parcourt la surface de Fermi, A& 
s'annule pour des angles de 45°, 135° (figure 9.10(b)). II faut noter que / ne permet pas de 
determiner le signe de A&, et done de confirmer ou infirmer le changement de signe aux nceuds. 



Microscopie a effet tunnel Le STM ("Scanning Tunneling Microscope" ) permet de mesurer 
les caracteristiques I-V localcment sur la surface d'un echantillon et de determiner la conduc- 
tance dl/dV. On peut montrer que la conductance est approximativement proportionncllc a 
la densite d'etats Af(e) = J2k A(k,e). Pour un supraconducteur BCS, les caracteristiques I-V 
delivrees par le STM ont idcalcmcnt 1 'allure donnee dans la figure 9.11. A basse temperature, 
la courbe dl/dV traduit l'existence du gap: pour un supraconducteur s, aucun courant de tun- 
nel ne peut circuler et dl/dV est nul pour \eV\ < A; dans un supraconducteur d, par contre, 
l'existence de regions sur la surface de Fermi ou le gap s'annule fait que le courant peut circuler 
quelle que soit la tension et la courbe dl/dV a une forme en V. Ceci a ete mesure couramment, 
notamment a Geneve (figure 9.11(c)). 



Symetrie s 



Symetrie d 



Experience 



S, - 





-2-1012 

eV/A 





.[mV] 



Fig. 9.11 - Combes I(V) et dl/dV ideales a T = pour un supraconducteur BCS de symetrie 
s (a) et d x 2_ y 2 (b). (c) Mesures experimentales de dl/dV au-dessus et au-dessous de T c dans 
le compose Bi-2212 [Renner 1998]. 



B) L'existence de "stripes" (rayures) dans certains composes 

D'apres certains calculs, lorsque Ton dope un antiferroaimant de Mott, les trous ne se repartis- 
sent pas uniformcment dans le systeme, mais s'organisent en lignes chargees parallclcs: 
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Fig. 9.12 - Formation de "stripes" statiques ou Buctuantes dans un antiferroaimant dope 
[Zaanen 1999]. 



Ce phenomcne apparait dans plusieurs systemes non supraconducteurs, notamment dans cer- 
tains nikelates, ou il est detecte par diffraction de neutrons. Dans les cuprates, les stripes 
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n'apparaissent de facon non ambigiie que dans le L^-z-yNdySr^CuO^ et un parfait ordre 
de stripes semble dans ce materiau defavoriser la supraconductivite. De nombreux chercheurs 
pensent qu'il peut exister des stripes fluctuants, qui pourraient meme contribuer a une interac- 
tion effective entre electrons. 



C) La mauvaise definition des quasi-particules pour T > T c 

On a vu que des mesures ARPES permettent de mesurer A(k, ui) en fonction de k et w. Pour 
des electrons libres, et pour des liquides de Fermi pres de kp, on doit observer des pics bien 
dcfinis. En fait, comme le montre la figure suivante, la fonction A(k,uj) pour un certain k fixe 
(k < fcp) montre un pic relativement bien defini pour T < T Cl mais ce pic disparait presque 
complctcmcnt pour T > T c . 



(a) 



(b) 





-200-150-100 -50 
co (meV) 



50 



0.5 0.4 0.3 0.2 

k(A 4 ) 



-0.3 -0.2 -0.1 0.0 

Energy [eV] 



Fig. 9.13 - (a) Spectres ARPES a differentes temperatures [Norman 2001]. (b) Fonction spec- 
trale A(k,oj) montrant la difference entre les spectres a k fixe (EDC) et a u fixe (MDC) 
[Kaminski 2001]. 

On voit bien sur cette figure que pour T — 60 K, le pic est assez bien defini, mais il a disparu 
pour T = 132 K. Cette observation a convaincu les chercheurs que pour T > T c , ces systemes 
ne sont pas des liquides de Fermi. 

II est interessant de noter que parfois la fonction A(k,u>) pour k fixe et uj variable (EDC, 
"energy distribution curve") est mal definie, alors que A(k,u>) pour w fixe et fe variable (MDC, 
"momentum distribution curve") peut etre beaucoup mieux definie. 



D) Resonance magnetique 



La diffusion "spin-flip" de neutrons polarises revele une resonance mysterieuse a io r 
en dessous de T c , qui disparait pratiqucment pour T > T c . 



40 meV 
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Fig. 9.14 - Resonance a 40 meV au-dessous de T c dans la diffusion de neutron [Mook 1993]. 



E) Existence d'un pseudogap pour T c < T < T* dans les composes sous-dopes 

Le gap dans un supraconducteur BCS apparait a T c dans un grand nombre de mesures (sus- 
ceptibilite de spin, tunneling, ARPES, etc...). Dans les HTS sous-dopes (c'est-a-dire avec un 
dopage inferieur a celui qui donne le plus grand T c ) un gap dans la densite d'etats apparait deja 
pour T > T c , et subsiste jusqu'a T w T*. On observe ainsi un diagramme de phase du type 




Nous allons discuter les diffcrcntcs mcthodcs de mesure du gap et du pseudogap, en notant 
a chaque fois que les evidences pour l'apparition d'un gap, qui se manifcstcnt a T c pour les 
supraconducteurs BCS, se manifestent a T* pour les HTS. Nous allons voir a tour de role les 
experiences de tunnelling, de NMR, et d'ARPES. 
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Tunnelling Sur la figure 9.11(c), on observe q'un "gap" apparait a T ~ 200 K alors que 
T c = 83 K. On voit egalement qu'il est difficile de donncr un valeur precise sf: il s'agit en 
fait d'une transition graduelle vers 1' apparition d'un gap. 

Susceptibilite et relaxation de Korringa en NMR La susceptibility (mesuree par le 
Knight shift) ct la relaxation en resonance magnctique nuclcairc montrcnt la formation d'un 
pseudogap a T* > T c . 




T PK) 

Fig. 9.16 - (a) Susceptibilite magnetique (b) Knight shift et (c) taux de relaxation des spin 
nucleaires en fonction de la temperature dans des composes HTS. Dans les trois cas, on observe 
un changement de comportement au-dessous d'une temperature de Vordre de 200 K. 



ARPES Nous avons vu que pour k — fep, la fonction spectrale BCS possede un pic pour 
u = — |A|. Pour T < T c , on s'attend dans la mesure ARPES a observer le comportement de la 
figure 9.17(a). C'est bien ce qui est mesure a basse temperature dans les HTS (figure 9.17(b)). A 
mesure que T augmente, si A(T) diminue comme dans la theorie BCS, le pic devrait se deplacer 
vers E-p et finalement atteindre Ep a T — T c . Au lieu de cela, on observe que l'intensite du pic 
diminue lorsquc T augmente mais que sa position ne change pas (voir aussi la figure 9.13(a)). 
Le gap (pseudogap) dans la fonction spectrale persiste done au-dessus de T c . Si Ton examine 
les spectres ARPES en fonction de Tangle autour de la surface de Fermi, on trouve que le 
pseudogap reste plus ou moins constant en fonction de T selon les angles et mais que les 
points nodaux en f se transforment en arcs qui grandissent avec T. 
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Fig. 9.17 - (a) Spectre ARPES thcorique dans un supraconducteur pour T < T c . (b) Spectres 
ARPES mesures au-dessous et au-dessus de T c [Loeser 1997]. (c) Dcveloppement des points 
nodaux en arcs pour T c < T < T* . 



9.2.2 Points de vue theoriques principaux 

Les proprietes anormales des HTS ont suscite une grande activite theorique, qui se rattache 
partiellement a l'etude des systemes clcctroniqucs fortcmcnt corrclcs. II n'y a pas aujourd'hui de 
consensus sur ce que devrait etre une theorie satisfaisante des HTS, ni moins encore de theorie 
de ce genre. II n'est pas sur qu'une theorie de ce type existera un jour. Mais il existe un certain 
nombre de points de vue theoriques, ou d'ecoles, ou d'eclairages, qui chacun peut pretendre a 
cxpliquer certains phcnomcncs, mais jamais tous. 

Un certain nombre de points generaux semblent cependant acceptes par la majorite (mais pas 
la totalite) des experts. 

- La supraconductivite n'est pas explicable (par une theorie de type BCS) sur la base d'unc 
interaction attractive due aux phonons. II existe d'une part un certain nombre d'argumcnts 
theoriques qui limitent la temperature critique due aux phonons a 20-30 K (quoique la 
decouverte recente du supraconducteur MgB 2 (T c ss 35K) est venue ebranler un peu cette 
conviction). D'autre part, la theorie BCS suppose que la theorie des liquides de Fermi est 
valable pour T > T c , ce qui ne semble pas etre le cas pour les HTS, sauf dans la region 
tres surdopee. 

- La proximite de l'etat isolant antiferromagnetique de Mott dans lc diagrammc de phase 
fait penser qu'on a affaire a un systeme fortcmcnt correle, pour lequel une theorie de champ 
moyen de type BCS ne devrait pas pouvoir etre justifiee. Les recherches s'orientent done 
en general vers des theories qui s'ecartcnt d'unc manicrc ou d'une autre des theories de 
champ moyen, e'est-a-dire vers des theories de systemes electroniques fortement correlcs. 
Nous allons en voir les cxcmples principaux, sans ordre particulier. 

- La proximite de l'etat antiferromagnetique dans le diagramme de phase a pour conse- 
quence qu'il existe, du moins dans ccrtaines regions, des phcnomcncs de nature magnctiquc 
(la resonance de spin, des fluctuations magnetiques, eventucllcment une coexistence de 
l'antifcrromagnctisme avec la supraconductivite, eventuellement des "stripes", etc) qui 
font penser qu'une theorie definitive des HTS incluera, sous une forme ou une autre, des 
phenomenes magnetiques plus ou moins evanescents. 
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A) Theories basees sur le fait qu'on a un non-liquide de Fermi; liquide de Luttin- 
ger; separation spin-charge; RVB 

Rappel sur les liquides de Fermi On se souvient qu'un liquide de Fermi est un systeme 
de fermions en interaction qui possede des excitations elementaires dont les caractcristiqucs 
sont proches des excitations elementaires d'un gaz d'electrons libres. De cette propriete on peut 
demontrer qu'il existe une surface de Fermi, definie par une discontinuite de n k = (a k a k ) a 
T = 0. Les deux proprietes ne sont pas equivalentes. L'existence d'une discontinuite de n k 
n'implique pas qu'il s'agit d'un liquide de Fermi. 



1 ■ 




Electrons libres 



Liquide de Fermi 



Fig. 9.18 - Discontinuite de n k a T = dans un liquide de Fermi. 



Les proprietes d'un liquide de Fermi sont liees aux proprietes de la fonction de Green a 1- 
particule, G k (t) = — ^(0\T{a k (t)a k (0)}\0). On a vu que G k (oj) obeit a l'equation de Dyson: 



tuv - e k - Sfc(w) + iS k ' 



L'equation huj — e k — Sfe(w) = 0, qui definit les poles de G k (uj) pour un k donne, peut avoir 
une, plusicurs, ou meme une infinite de solutions. Si cette equation a une solution unique pour 
k — > fcp, huo — > ep, et si ImSfc(w) — > dans la meme limite, alors on a des excitations a une 
particule bien definies et done un liquide de Fermi. Dans ce cas on peut ecrire, pour la position 
E k du pole (en ncgligeant ImE) 

E k -e k -RcZ k (E k ) = (). 

En developpant pres de E k on a 
ha; - e k - ReSfc(w) w (fku - E k ) + E k - e k - Re T, k (E k ) ~(hu; - E k ) 



RcS fc (w) 



= (hoj-E k ){l- 



d_ 



RcSfe(w) 



et done 



Gfc(w) 



Zk 



hw - E k + iS k ' 



Zk = < 1 - 



duj 



ReS fc (w) 



On peut montrer que le residu z k < 1 et on voit facilement que z k est la valeur de la discontinuite 
a k = fcp • La thcorie des liquides de Fermi n'est valable que pour les excitations qui sont proches 
de la surface de Fermi (done a basse temperature). Si les interactions dans le systeme sont 
attractives (comme celles qui donnent lieu a la supraconductivite) ou si elles sont trop fortes, 
la theorie ne s'appliquc pas. Notons encore que l'existence d'excitations sous forme de quasi- 
particules n'excluc pas l'existence d'autres excitations elementaires du systeme, qui peuvent 
etre par exemple des modes collcctifs comme des oscillations de plasma. De maniere generale, 
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toutes les excitations elementaires se manifestent comme des poles dans l'une des fonctions de 
correlation. 

Connaissant la fonction de Green d'un systeme, nous pouvons done conclure que celui-ci n'est 
pas un liquidc de Fermi si par exemple il y a plusicurs poles de Gk(ui) pour un k donne, ou si 
ImSfe(u) nc tend pas vers zero pour k = kp ct huo — > £p, ou encore si zj~ = 0. Dans certains 
cas, le residu prend la forme Zk ~ — 1/ln \sk\ pour Sk — > £f- On appelle de tels systemes des 
liquides de Fermi marginaux. 

Dans les systemes coulombiens de dimension d > 1, il sc peut que le flux du groupe de re- 
normalisation (qui elimine les etats eloignes de la surface de Fermi) aboutisse a un point fixe 
correspondant a un liquidc de Fermi. Dans ce cas, la theorie du liquide de Fermi peut etre 
considered comme le premier terme d'un developpement en serie pres du point fixe en puis- 
sances des petits parametres: 

k^T huo vpq h 

— — — — - 1 

£F £F £F T£f 

Les corrections interviennent par couplage des quasi-particules avec leurs modes collectifs. On 
peut montrer que 



corrections 



max 



£F £f £F T£f 



Si d > 2, les corrections sont en general petites; si d = 2, par contre, il se peut qu'ellcs soicnt 
importantes et invalident la theorie du liquide de Fermi. Pour d — 1, enfin, le liquide de Fermi 
n'est jamais un point fixe stable. 



Le paradigme du liquide de Luttinger A unc dimension, il cxistc un modcle particulicr 
pour un systeme electronique (modele de Tomonaga-Luttinger) qui peut etre resolu exactement, 
et qui a les proprietes suivantes: 

il n'y a pas d'excitations elementaires de type quasi-particules: Gfe(w) possede une infinite 
de poles pour un k donne; 

- il y a deux types d'excitations elementaires: des excitations de type ondes de densite de 
spin et des excitations de type ondes de densite de charge (sans spin). 

Alors que dans un liquide de Fermi, une quasi-particule porte charge et spin, dans un liquidc 
de Luttinger on a separation spin-charge. On peut donncr une demonstration intuitive de la 
separation spin-charge en considerant revolution temporelle d'un deficit de charge dans un 

... || || t | | | t ... (a) 



... | | | | | | o | | ... lb) 

-t 1 1©[ t(Q>t~ (c) 

Fig. 9.19 - (a) Etat fondamental. (b) Introduction d'un deficit de charge sur un site donne au 
temps t = 0. (c) Evolution si le deficit de charge se deplace vers la gauche. On voit apparaitre 
une excitation de charge en un point et une excitation de spin (defaut d'alignement de deux 
spins voisins) en un autre point. 
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systeme a 1-dimension qui contient exactement un electron par site (figure 9.19). On peut mon- 
trer que l'etat fondamental d'un tel systeme est un antiferroaimant de Mott (les electrons sont 
localises sur les sites, et l'orientation de leurs spins est ordonnee antiferromagnetiquement). Les 
resultats principaux du modele de Tomonaga-Luttinger sont valables dans tous les systemes a 
Id qui n'ont pas de gap. 



Hypothese de Anderson On a separation spin-charge dans les cuprates: spinons et ho- 
lons sont les excitations elcmcntaires du systeme. Cette hypothese a nourri de nombreux 
developpements theoriques, bases la plupart du temps sur la technique du "slave-boson" (bo- 
son esclave) qui consiste a ecrire l'operateur de creation d'un electron comme le produit d'un 
operateur a caractere fermionique f' (le "spinon") et d'un operateur a caractere bosonique b 
(le "holon"): 

c f = f f b 

Le probleme de la separation spin-charge est lie au probleme plus general de la fractionalisation: 
l'electron peut se separer en plusieurs entites. Ce fait se rencontre dans differents systemes, 
notamment l'effet Hall quantique [Kivelson 2001]. 

B) Fluctuations de phase dans l'etat pseudogap; paires preformees; transition BCS 
BE; comportement Kosterlitz-Thouless 

Dans un supraconducteur BCS, on peut dire qu'il se passe deux modifications a la transition de 
phase: les electrons se combinent en paires de Cooper, et ces paires acquierent une coherence 
de phase qui s'etend a tout lc systeme. II n'est pas conceptuellement evident que ces deux 
modifications doivent necessairement se faire a la meme temperature. Dans un supraconducteur 
BCS, il y a un enorme recouvrement des paires, mais on peut imaginer que si la fonction d'ondc 
d'une paire est tres localisee, et que la densite electronique est faible, on pourrait avoir un 
regime de paires preformees a T > T c , et que ces paires subiraient une transition de phase 
cohcrente a T — T c . Si chacune de ces paires peut etre caracterisee par une phase di, alors 
au-dessus de T c on aurait des phases desordonnees dans le systeme, et T c serait caracterise par 
une mise en ordre coherent des phases de toutes les paires. Ce genre d'idees a donne lieu aux 
developpements decrits ci-dessous. 

Transition BCS— BE Un gaz de Bose forme d'atomes (par exemple d' 4 He) peut etre consi- 
dere comme un gaz de "paires preformees" . En effet chaque noyau d' 4 He est forme de 4 fermions 
et se comporte, aux energies et distances pertinentes ici, comme un boson. On peut done 
penser qu'en variant certains parametres, on peut aller de facon continue d'une limite BCS 
(fort recouvrement des paires) a une limite Bose- Einstein (recouvrement nul des paires): 

BCS : k F £ > 1, BE : fc F £ < 1. 

Cette idee a ete exploree par deux modeles. 

1. Modele BCS avec un potentiel V non limite, ni en grandeur, ni limite a une "pclure" 
de la surface de Fermi. Ce probleme a surtout ete etudic par la mcthodc des intcgrales 
fonctionnelles. 

2. Modele de Hubbard attractif (e'est-a-dire equ. (6.30) avec un U negatif), surtout etudie 
par des methodes numeriques. 

Les calculs faits pour le modele de Hubbard attractif montrcnt que Ton obtient une temperature 
de transition supraconductrice qui evolue en fonction de U comme dans le modele BCS (T c ~ 
e-t/l 17 !) pour des couplages faibles. Pour des couplages plus importants, on voit se developper 
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Fig. 9.20 - (a) Temperature de la transition supraconductrice et (b) densite d'etats au niveau 
de Fermi et susceptibilite de spin dans le modele de Hubbard attractif [Engelbrecht 1997]. 

line temperature de pseudogap T* et T c diminuer de nouveau (figure 9.20(a)). Le pseudogap 
apparait comme une diminution de la densite d'etats a la surface de Fermi (figure 9.20(b)) 
apparaissant a T > T c . La figure montre la densite d'etats (triangles noirs) et la susceptibilite 
de spin (carres blancs) en fonction de la temperature dans un cas ou T c /t w 0.1 et T*/t w 0.5. 

Est-ce qu'on a vraiment un regime de paires preformees dans les HTS? Dans un sens strict 
(paires bien definies, separees spatialement) on peut montrer que les parametres physiques du 
systeme des HTS sont incompatibles avec cette possibility. Mais on peut se trouver dans un 
systeme intermediaire (fcp£o ~ 1)j c'est-a-dire un regime de recouvrement faible des paires. 
Dans ce cas le regime du pseudogap serait caracterise par une supraconductivite "locale" , et 
de fortes fluctuations des phases. Ces idees ont ete exploiters de maniere semi-quantitative par 
Emery et Kivelson. Mais il faut d'abord faire un petit detour par le modele XY et la transition 
de Kosterlitz-Thouless. 



Le modele XY a 2-dimensions et la transition de Kosterlitz-Thouless Le modele 
XY decrit des spins classiques sur un reseau bidimensionnel. Comme dans le modele d'Ising, 
ces spins interagissent avec leurs plus proches voisins. La difference avec le modele d'Ising vient 
du fait que les spins sont paralleles et non pas perpendiculaires au plan. L'Hamiltonien s'ecrit: 

n = - J E + s i s i) = - J E si ■ SJ = -^E cos (^ ^ *i) 

(ij) (ij) (ij) 

ou i?j est Tangle forme par S l et un axe donne dans le plan. 

A T — tous les spins sont alignes. On peut definir alors un parametre d'ordre (S) = 
s(cos a, sin a) ou a est la direction des spins. A basse temperature, lorsque les angles i?j different 
peu de a, on peut developper H selon 




ou g s caracterise la stabilite de l'ordre des spins et est appele spin-wave stiffness, helicity 
modulus, ou encore rigidity. 

Le modele XY presente une transition de phase particuliere, la transition de Kosterlitz-Thouless 
avec une temperature de transition Tkt- Ce qui change a Tkt, c'est la forme de la fonction de 



0.15 
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correlation des spins: 

J \r l -r j \-v T<T KT 

^• SJ )~{ e -\r,-r m T>Tkt 

II faut noter la difference par rapport a un ferroaimant ou le parametre d'ordre (l'aimantation) 
apparait a une temperature time Tc, la temperature de Curie. Au-dessous de Tc les spins sont 
parfaitement ordonnes, de sorte que la fonction de correlation a la forme 



IS* -S j ) = 



1 T < To et \ri — Tj\ quelconquc 

e-ln-r-jl/C T>T C . 



Dans le modele XY, l'ordre a longue portee est absent jusqu'a T = 0, mais les correlations des 
spins sont qualitativement differentes au-dessous et au-dessus de Tkt- 

II existe deux types d'excitations dans le modele XY, qui sont representees sur la figure 9.21: 
les ondes de spin et les excitations de vortex. On peut montrer que les vortex sont toujours 
excites par paires vortex-antivortex: en effet, un seul vortex modifie tout le systeme, ce qui 
coute beaucoup d'energie, alors q'une paire vortex-antivortex cree une perturbation locale. 
Pour T < Tkt, les paires sont liees et pour T > Tkt elles se dissocient. Ce modele permet une 
jolic application du groupe de renormalisation [Chaikin 1995]. 

^^^x^Ki/ixwr^: ? ' '/;>/ > ' > > V ' [ [ 

(a) (b) 
Fig. 9.21 - (a) Onde de spin, (b) Paire vortex anti-vortex. 



Or, dans un supraconducteur au-dessous de T c , on a un parametre d'ordre complexe A(x) — 
\A(x)\e l ^ t - x ' . Si l'amplitude est constante, alors A(x) = lAle*^ 3 ^. Dans ce cas, on peut montrer 
a partir de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau (etudiee dans un autre cours) que l'energie du 
systeme s'ccrit, si on neglique les fluctuations quantiques: 

H^n s J d d x{Vd{x)) 2 , 

ou n s est la densite superfluide. On peut done caracteriser l'etat du pseudogap par cet Hamil- 
tonicn, qui decrit la dynamiquc du systeme par des fluctuations des phases, avec une densite 
superfluide locale, et l'absence d'ordre a longue portee pour ^(x). 

L'analogie entre ce modele et le modele XY montre que ce dernier pourrait etre un bon modele 
simplifie pour les HTS dans l'etat pseudogap, en notant que pour T > T c , ce sont des systemes 
essentiellement 2d (les plans CUO2). 



Analyse de Emery-Kivelson II faut maintcnant tenter de voir de plus pres dans quelles 
conditions un systeme 2c? peut avoir un regime de "supraconductivite locale + fluctuations de 
phase" . Dans ce but, Emery et Kivelson ont fait l'analyse suivante. II existe deux temperatures 
caracteristiques du systeme: Tkt, la temperature (theorique) de la transition Kosterliz-Thouless 
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et T c , la temperature de la transition supraconductrice observee experimentalement. On peut 
montrer que Tkt ~ n s ; plus exactement, 

h 2 n s (Q)a (hc) 2 a 
KT 4r7T~ = 167re 2 A 2 (0)' 

ou n s (0) est la densite superfluide a T — 0, a est une longueur caracteristique du systeme, 
de l'ordre de la distance interatomique, et A(0) est la profondcur de penetration a T — 0. Si 
Tkt 3> T c , le systeme est tres "rigide" du point de vue des phases. Des qu'une supraconduc- 
tivite locale se forme, le systeme devient supraconducteur a longue distance: on a affaire a un 
supraconducteur BCS. Si Tkt ^ T c , le systeme est peu rigide; un regime de fluctuations de 
phase est possible. 

Le tableau suivant montre le rapport Tkt/T c (note T™ ax /T c ) pour differents systemes. 





TABLE i 


Phase stiffness and T J* 


* for various superconductors 






Material 


/(A) 


A (A) 


T„(K) 


Vo(K) 


rr/r. 


Ref. 


Pb 


830 


390 


7 


6xl0 5 


2xl0 5 


17 


NtfeSn 


60 


640 


18 


2x10" 


2xl0 3 


18 


UBe, 3 


140 


11,000 


0.9 


10 2 


3xl0 2 


19, 20 


LaMOgSg 


200 


7,000 


5 


4xl0 2 


2xl0 2 


12, 21 


B M Ko. 4 Bi03 


40 


3,000 


20 


5xl0 2 


50 


12 




30 


4,800 


19 


10 2 


17 


22, 23 


(BE0T) 2 Cu(NCS)2 


15.2 


8,000 


8 


15 


1.7 


24 


Nd 2 -,Ce x Cu 2 4 t, 


6.0 


1,000 


21 


4 x10 s 


16 


25 


TI 2 Ba 2 Cu0„., 


11.6 


2,000 


80 


2xl0 2 


2 


26, 27 




11.6 


1,800 


55 


2xl0 2 


3.6 


26, 27 


BizSijCaCiizOo 


7.5 


1,850 


84 


140 


1.5 


28, 29 


Bi 3 Pb^r 2 Ca 2 CU30io 


5.9 


1,850 


105 


110 


0.9 


28 




8.9 


1,850 


105 


160 


1.4 


28 


La 2 -^r,Cu0 4 » s 


6.6 


3,700 


28 


30 


1 


30 




6.6 


2,200 


38 


85 


2 


30 


Y3a 2 Cu 3 07-j 


5.9 


1,600 


92 


145 


1.4 


31 


YBa 2 Cu 4 8 


6.8 


2,600 


80 


65 


0.7 


31 



The values of / and X ate listed together with V and 7?*" calculated from equation (2); the top part of the table gives three-dimensional materials 
for which I represents £, and the bottom part gives quasi-two-dimensional materials for which I represents d. The two entries for TI 2 Ba 2 Cu0 et j 
and (La 2 -,Sr,Cu0 44 .j) refer to two different values of S and x respectively. The two entries for Bi 2 Pb,Sr 2 Ca 2 Cu 3 lo assume that the superfluid 
resides In all three Cu0 2 planes (d=5.9 A), or the outer two planes only (d= 8.9 A). The second assumption is more consistent with the systematics 
of T c versus n,. 



On voit que ce rapport est tres eleve pour les supraconducteurs traditionncls, mais de l'ordre 
de 1 pour les HTS [Emery 1995]. 



C) Theories basees sur la presence de fluctuations magnetiques et/ou la proximite 
de l'etat antiferromagnetique 

Theorie de Pines-Scalapino-Moriya Scalapino-Pincs d'un cote, Moriya de l'autre, ont 
developpc une theorie de type BCS, dans laquelle l'interaction attractive est causee par les 
fluctuations de spin, plutot que les phonons. Nous avons vu que l'interaction attractive intro- 
duce phcnomenologiqucmcnt dans la theorie BCS peut se justifier microscopiquement en tenant 
compte de l'ecrantage par les electrons et les phonons, ce qui donne lieu a une interaction ef- 
fective 

y (n , YM 

v«BKV) l + T/(q) 7r (q)_r ! 2 / / LL) 2 + , (5 

ou Tr(q), la polarisabilite, vaut fc 2 ?F /47re 2 dans l'approximation de Thomas- Fermi. 

On peut deriver de maniere semblable une interaction effective due a la presence de fluctuations 
de spin: 



^eff(T) 



£,5 2 (9)X(«,W^0) 



£ X(9,^0) 
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XQ 



l+^-Q) 2 -^SF 



ct Q = (tt,tt), £ est la longueur dc correlation antifcrromagnetique, u>sf la frequence typiquc 
des paramagnons et g 2 {q) est la forme de l'interaction entre electrons et fluctuations de spin. 
Les succes principaux de cette theorie ont ete la prediction de la symetrie d du gap et d'un 
T c eleve. On considere souvent que ce type de theories devrait etre valable au dela du dopage 
optimum, dans unc region ou la theorie des liquides de Fermi est peut-etre valable pour T > T c 
[Chubukov 2002]. 

Theorie SO(5) de Zhang Ce type de theorie tente de pousser jusqu'au bout la logique de la 
presque coexistence entre antifcrromagnctismc ct supraconductivitc. Un antifcrroaimant (ou un 
ferroaimant) de Heisenberg dans l'etat ordonne a une symetrie brisee: alors que l'Hamiltonien de 
Hciscnberg est symetrique sous rotation de l'espace, l'etat fondamcntal favorisc unc orientation 
particuliere dans l'espace. Dans le langagc dc la theorie des groupes, on dit que l'Hamiltonien 
est symetrique par rapport au groupe de rotation SO(3) (groupe de rotation dans l'espace 
a 3 dimensions). Lorsqu'il y a brisure de symetrie dans l'etat fondamcntal, on observe des 
excitations elcmcntaircs qui sont les ondes de deformation du parametre d'ordre (dans ce cas, 
ondes de spin). On appelle ces excitations elementaires modes de Goldstone, ct leur nombre est 
N — 1 pour une symetrie SO(7V) (done 2 dans notre cas). 

Un supraconducteur a une symetrie brisee dans l'espace dc dimension 2 des phases (du pa- 
rametre d'ordre). En mettant ensemble ces deux espaces, on obtient un espace a 5 dimensions, 
et on peut avoir dans cet espace un parametre d'ordre oricntc particllcment dans la direction 
supraconductrice et partiellement dans la direction antiferromagnetique. 

Ainsi, pour un supraconducteur seul, on a un parametre d'ordre a deux dimensions A. Pour un 
AF seul on a un parametre d'ordre a trois dimensions (un vecteur a trois dimensions). Si on 
represente schematiqucmcnt la situation, on a un parametre d'ordre soit egal a zero, soit fini 
selon l'axe SC, soit fini selon l'axe AF. 



Dans la theorie de Zhang, on introduit un vecteur dans l'espace a 5 dimensions, ce qui veut 
dire qu'on peut avoir aussi en principe la situation presentee dans la partie droite de la figure. 
Les principales consequences de la theorie SO(5) sont que le nombre de modes de Goldstone 
est superieur a celui qu'on aurait dans une theorie usuelle SC ou AF et que Ton peut traiter de 
faeon unifiee les deux types de transition. Cette theorie est un peu passee de mode aujourd'hui, 
mais elle est interessante du point de vue conceptuel [Zhang 1997]. 

D) Theories basees sur la presence eventuelle d'une transition de phase quantique 
a l'interieur de la region supraconductrice du diagramme de phase 

Lorsquc l'Hamiltonien d'un systcmc depend cxplictemcnt d'un parametre g que Ton peut faire 
varier, il peut arriver que l'etat fondamcntal change dc facon abrupte en un point g c . On parle 
de transition de phase quantique en un point g c si, en ce point, l'energie de l'etat fondamcntal 
E(g) est une fonction irrcgulicrc (non analytique) de g. E(g c ) est un point de non-analyticite. 



SC: espace a 2 dimensions 



SC: espace a 2 dimensions 




AF: espace a 3 dimensions 



AF: espace a 3 dimensions 
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t T 



(b) 



Transition de phase 
quantique ? 




Fig. 9.22 - (a) Transition de phase quantique (a T = 0) dans la region supraconductrice du 
diagramme de phase. Le point critique peut etre (a) isole ou (b) a l'extremite d'une ligne de 
transition. 



Le point g c peut etre isole dans l'espace de phase, ou bien etre le point d'attache hT — d'une 
ligne de transitions de phase classiques. 

Soulignons qu'a tout T / 0, une transition de phase est classique. En effet, pres de T c , les 
fluctuations importantes pour la transition sont de plus en plus lentes et a longue portee. 
Suffisamment pres de T c , la frequence typique d'une fluctuation satisfait toujours huo <C k^T et 
done ces fluctuations peuvent etre analysees classiquement (en negligeant les effets quantiques 
sur leur dynamique). 

Un exemple pedagogiquc simple pour une transition de phase quantique est donne par le modclc 
d'Ising quantique a Id. Nous reproduisons ici simplcment un paragraphe du livre de Sachdev 
[Sachdev 1999]. 



1.4.1 Quantum Ising Model 

We begin by writing down the Hamiltonian of the quantum Ising model. It is 

Hi = ~JgJ2 & i ~ J H 8 i d l {L5) 

i (U) 

As in the general notation introduced above, J > is an exchange constant, which sets the 
microscopic energy scale, and g > is a dimensionless coupling, which will be used to tune 
Hi across a quantum phase transition. The quantum degrees of freedom are represented by 
operators af x , which reside on the sites, i, of a hypercubic lattice in d dimensions; the sum 
(ij ) is over pairs of nearest neighbor sites / , j. The &?' z are the familiar Pauli matrices; the 
matrices on different sites / act on different spin states, and so matrices with i ^ j commute 
with each other. In the basis where the of are diagonal, these matrices have the well-known 
form 

"-(? o> i) 

on each site i. We will denote the eigenvalues of of simply by of, and so of takes the 
values ±1. We identify the two states with eigenvalues of = +1,-1 as the two possible 
orientations of an "Ising spin," which can oriented up or down in | t)/> I Consequently 
atg = 0,when#/ involves only the of, Hi will be diagonal in the basis of eigenvalues of of, 
and it reduces simply to the familiar classical Ising model. However, the of are off-diagonal 
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in the basis of these states, and therefore they induce quantum-mechanical tunneling events 
that flip the orientation of the Ising spin on a site. The physical significance of the two terms 
in Hi should be clear in the context of our earlier discussion in Section 1.3 for LiHoF4. 
The term proportional to J is the magnetic interaction between the spins, which prefers 
their global ferromagnetic alignment; the actual interaction in LiHoF4 has a long-range 
dipolar nature, but we have simplified this here to a nearest neighbor interaction. The term 
proportional to Jg is the external transverse magnetic field, which disrupts the magnetic 
order. 

Let us make these qualitative considerations somewhat more precise. The ground state 
of Hi can depend only upon the value of the dimensionless coupling g, and so it pays to 
consider the two opposing limits g 3> 1 and g <3C 1 . 

First consider g ~2> 1. In this case the first term in (1.5) dominates, and, to leading order 
in the ground state is simply 

10) = pi I -">«•■ (L7) 

i 

where 

i -»> f = (i t>.- + 1 ;>i)/>/2, 

(1.8) 

I <->,• = (I t>i - I +><)/V2 

are the two eigenstates of &? with eigenvalues ±1. The values of of on different sites are 
totally uncorrelated in the state (1.7), and so (0|o/<7?|0) = Perturbative corrections in 
\/g will build in correlations in cr z that increase in range at each order in l/g; for g large 
enough these correlations are expected to remain short-ranged, and we expect in general 
that 

(0\6?&]\0) ~ e-l"- x Mt (1.9) 

for large \x ( — xj\, where jc,- is the spatial coordinate of site /, |0) is the exact ground state 
for large g t and £ is the "correlation length" introduced above (1.2). 

Next we consider the opposing limit g 1 . We will find that the nature of the ground 
state is qualitatively different from the large-,? limit above, and we shall use this to argue 
that there must be a quantum phase transition between the two limiting cases at a critical 
g = g c of order unity. For g <C 1, the second term in (1.5) coupling neighboring sites 
dominates; at g = the spins are either all up or all down (in eigenstates of o z ): 

lt) = nit>; or U,) = PIW>/- (1.10) 

i i 

Turning on a small g will mix in a small fraction of spins of the opposite orientation, but in 
an infinite system the degeneracy will survive at any finite order in a perturbation theory in 
g. This is because there is an exact global Z2 symmetry transformation (generated by the 
unitary operator ]~], °f )> which maps the two ground states into each other, under which 
H[ remains invariant: 

6f^-af, 6*^0?, (1.11) 
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and there is no tunneling matrix element between the majority up and down spin sectors 
of the infinite system at any finite order in g. The mathematically alert reader will note 
that establishing the degeneracy to all orders in g, is not the same thing as establishing its 
existence for any small nonzero g, but more sophisticated considerations show that this is 
indeed the case. A thermodynamic system will always choose one or the other of the states 
as its ground states (which may be preferred by some infinitesimal external perturbation), 
and this is commonly referred to as a "spontaneous breaking" of the Z2 symmetry. As in 
the large-g limit, we can characterize the ground states by the behavior of correlations of 
af ; the nature of the states (1.10) and the small-g perturbation theory suggest that 



where |0) is either of the ground states obtained from | t> or I I) by perturbation theory in 
g, and No ^ is the "spontaneous magnetization" of the ground state. This identification 
is made clearer by the simpler statement 



which also follows from the perturbation theory in g. We have No = 1 for g = 0, but 
quantum fluctuations at small g reduce iVo to a smaller, but nonzero, value. 

Now we make the simple observation that it is not possible for states that obey (1.9) and 
(1.12) to transform into each other analytically as a function of g. There must be a critical 
value g = g c at which the large — Xj | limit of the two-point correlator changes from 
(1.9) to (1.12 ) - this is the position of the quantum phase transition, which shall be the 
focus of intensive study in this book. Our arguments so far do not exclude the possibility 
that there could be more than one critical point, but this is known not to happen for ///, 
and we will assume here that there is only one critical point at g = g c . For g > g c the 
ground state is, as noted earlier, a quantum paramagnet, and (1.9) is obeyed. We will find 
that as g approaches g c from above, the correlation length, £, diverges as in (1.2). Precisely 
at g = g c , neither (1.9) nor (1.12) is obeyed, and we find instead a power-law dependence 
on \Xj — xj I at large distances. The result (1.12) holds for all g < g c , when the ground state 
is magnetically ordered. The spontaneous magnetization of the ground state, No, vanishes 
as a power law as g approaches g c from below. 

Finally, we make a comment about the excited states of Hi. In a finite lattice, there is 
necessarily a nonzero energy separating the ground state and the first excited state. However, 
this energy spacing can either remain finite or approach zero in the infinite lattice limit, the 
two cases being identified as having a gapped or gapless energy spectrum respectively. We 
will find that there is an energy gap A that is nonzero for all g ^ g c , but that it vanishes 
upon approaching g c as in (1.1), producing a gapless spectrum at g = g c . 



Dans lcs HTS, certains chercheurs pensent, a cause de certaines proprietes anormales pres du 
dopage optimal (p oc T par exemple) qu'une transition de phase quantiquc se cache sous la phase 
supraconductrice (fig 9.23(a)). En effet, dans le voisinage d'un point critique quantique, on peut 
etablir qu'il existe une zone "anormale" au-dessus du point critique. Dans le cas d'ecole cite 




\dfd]\Q) = Nl 



(1.12) 



{0|<7/|0) = ±tf , 



(1.13) 
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plus haut (lc modele d'Ising quantique a 1-d) on peut etablir le diagramme de la figure 9.23(b). 



(a) 



(b) 



s £.(z) 



I 

\ Singular Fermi Liquid / 




LATTICE 
HIGHT 



CONTINUUM 
HIGHT 



LOWT 
Magnetic long-range order 
* 



QUANTUM 
CRITICAL 



LOWT 



/ Quantum paramagnel 



Fig. 9.23 - (a) Transition de phase quantique dans la region supraconductrice du diagramme 
de phase des HTS. La presence du point critique affecte les proprietes a temperature finie. (b) 
Cas du modele d'Ising quantique a Id. 



E) Methodes numeriques 

Un effort enorme a ete developpe pour calculer numeriquement les proprietes d'Hamiltonicns 
de Hubbard ou t-J sur des reseaux de plus en plus grands (mais quand meme toujours petits, 
comprenant de l'ordre de 30 sites) pour essayer de repondre a des questions fondamcntalcs tcllcs 
que 

- le modele de Hubbard a 2<i possede-t-il une phase supraconductrice (analogue a la phase 
KT)? 

- le modele t-J a 2d possede-t-il une phase supraconductrice? 



9.3 Conclusions et remarques finales 

Dans ce chapitre nous avons completement laisse de cote des aspects tres importants de ces 
systemes, notamment des proprietes en champ magnetique, qui voient apparaitre des phases de 
vortex extremement complexes. 

On peut peut-etre faire un essai de synthese des problemes actuels en partant du diagramme de 
phase en champ nul et en rappelant certaines questions pendantes dans les differentes parties 
de ce diagramme. 




Dopage 
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Zone I: Zone du pseudogap 

- La zone du pseudogap correspond-elle a une espece de phase liee a la supraconductivite 
(par cxcmple des paires prcformccs) ou est-elle quelque chose de totalemcnt different (par 
cxemplc une phase d'onde de densite de charge)? 

- La zone du pseudogap est-elle homogene ou est-elle a diviser en plusieurs sous-zones de 
caracteres differents? 

Zone II: Zone du dopage optimal 

- Les proprietes anormales (notamment p(T) oc T) peuvent-elles etre expliquees par la 
presence d'une transition de phase quantique cachee, ou par la presence de fluctuations 
de spin? 

Zone III: Zone du liquide de Fermi 

- La theorie des fluctuations de spin de Pines et collaborateurs est-elle adequate dans cette 
region? 

Zone TV: Zone supraconductrice 

- Existe-il de facon generate des proprietes homogenes dans toute cette zone, ou faut-il la 
subdiviser? 

- Quels sont les materiaux dans lesquels on observe des stripes? des fluctuations de spin 
statiques dans l'etat de vortex? des deviations des caracteristiques standard lorsque la 
supraconductivite est supprimee par un champ magnctiquc? 

- Y a-t-il une ligne de transition entre deux zones (IVa et IVb) caracterisee (peut-etre) par 
une symetrie legerement differente du parametre d'ordre? 
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